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I programmit di malematica dei ginnasi e del T corso dei licei
moderni sono gli stessi. cost pel contennto come per il wmefodo, di
quelli dei ginnasi e del T corso dei licei clussicd.

Essi differiscono nelle 11 e IIT classe liceale, non tanto per lu
perte rimanente delle geometrie ¢ dell’ algebra, mnel contenuio delle

quali furono introdotfe solomente alcune semplificasioni con magyiore

riguardo alle pratiche applicaziond, quante per i concetti, o per i cenni

i altre teorie, wgginnti, come guelli di coordinate, 44 funsione, di rap-
presentazione grafica, di liniite, di derivafo e di integrale definito.

Egli é per cid che insieme col prof. P. Gazzayiga ho coreduto
“opportuno anzitutto di vendere lo Parte II dei mdei Elementi di
Geometria, pitt conforme al contenuto del programma delle TT classe-
el liceo moderno con wi’ apposita edizione, la guale fu pubblicale alla
fine dello scorse anno. In guesta edizione ho nantenuto perd lo stesso
mefodo della prima (comune ad ambidue § ginnasi superiori e wilu
I elasse dei due licel] perchéd mi sembra non sia buono norma didaitica
quelle di cambiare mefodo, sensa ai,eéessifc'oj stel sefiimo anno di studio-
della stessa muteria svolta metodicomente negli anni precedenti; tanto
pit che spefta all’ esperienza il dire se effettivamente lo parte nvovn
dei programnvi dovrd esseire modificata, e n qunl modo.

COon questi Complementi di Algebra e di Geometrin noi abbiamo
ereduto dungne di fore wun wiico fraffaio per tutte la matematice
delle 1T e III classe del liceo moderno, wma solianto win libro che

gerve o completarea, gl’ tnsegneamentl di geometria, di algebia elemaen-

tare e di trigonometria, e ¢id non solo per -ragioni didattiche ma
aiche per ragioni i econonsic, raccomandale enehe dul Ministere

nella scelta dei Libri i festo.




Con o collaborazione del prof. Garzaxioa ko per citr troaftate
in quest! Complementi. come lo dice il nome. solfanto la parte wnore
dei programmi.

Fssi. sono informati ol medesimo principio degii Elementi. e
ciod nol ricorriamo bensi lurgcmente all’ osservazione per 4 nuovi
concelti fondamentali, ma cerchiomo di stabilirli poi imi.’-ipe-u&ente-
mente do essa ¢ in modo sufficientemente esatto {unche se non sempre
lo possicano fare in generale. ma spesso soltaito per via di esempi)
e tuttevie senszg incorrere in errowi, ¢io che non é difficile data wna
tratfiezione come gueste elementaie e framnentoric,

Inoltre ¢ nwovi conceffl sono dua noi svolfi in questo libio con
wgtodo geemetiico, e quindi spesso appoggiandoct alle rappresentaszione
grafica. e con esempt Tolii dalle meceanica e dalle fisica. come giusta-
wmente cousigliane le istruzioni che accompagnano € programmi, per-
ché guesta & la via piit facile per far entrare nella mente degli alunni
certi concetti per loro nafure delicati. '

Sebbene 17 indice del libro non corrisponda sempre letleralmente
alla parte nuove del programme. esso ne contiene perd futfo lo svolyi-
mento; angi abbiamo introdotio fino dal paragrafo delle funziowi lineas§
il concetto di coefficente angolare o di pendenza della vetfa e guindi
i generwle di repporto increwientale @& wne funzione. anche perché

. . . N . £
esso ¢of serve poi traftando delle funzioni guadratiche e della forma —

per eostruire la fangente in un punto delle lore vappresentazione
grafice, prime i frattere del conceffo di Timite o di derivate. Cost
aitche se ¢ pregrammi e le istruzioni non ne parlano, abbiamo tro-
vate lo derivata di una fungione intera di grade n, quelle del seno,
del coseno e delle tangente di un angolo, wtili nelle soluzione di gual-
cle problema e necessarie per dimostrare che Te cwsve dei seni e delle
tangenti. contempleie dol programme. sono cwrve dnbuitive. curve
ciog che non solo rappresentano funeiond continue (salvo punti spe-
cigeli) mo tali che ammetfony derivale, e questn ¢ pure una funzione
coninud.

Mentre con gli Elementi sifengo di avere fracclafo wn iiovo

indirizzo scientifico e didatftico per Uinsegnamento della Geometric.

v

rispetto al classici drattati di Euclide e di Legendre, per mesz
AL prineipd s prime adottatl, (anche se delle priorvita di'questo
indirizzo son si & fenuto conto sufficiente in quaiche recents pub-
Blicazione italiane inforno ai libri i testo di geometria ad uso delle
wtostre sousle secondarie) (%), con guesti Complementi invece rifengo
i avere sufficientemente completeta nei riguardi dell’ insegnamento
ctel liceo wmorderno I opera degli Elementi stessi. (¥%)

Unesta edizione é un primo saggio e io sard arafe a quegli iuse-
guanti che vorranno suggerire @ e o al prof. Gazzaxica le mockifi-
cazioni 0 aggivitte che possane miglioraria.

Vi somo, é vero, alcuni fraftali tedeschi, francesi e gualcuno
fiiglese, nei quali sono svolti gli argomenti wuovi del prograwms per
il Hiceo moderne s me per motivi diversi noi non pofevamo prenderli
& guida, perché essi non st prestano né per il contenuto e tanfo meno

cooper il wefodo all’ insegiamento nelle nostre scuole.

E a proposito i wna certa fendenza che vi 8 in Talia i i
tare soverchinmente a danno della nostra indipendenza quanto si fa
al di fuori debbo ricordare che poco dopo i1 1866, in seguito alle
invasione nelle nostre scuole classiche di 1ibri stranieri, per opera

@i dllustri nostri metematici, fu presevitfo in esse 1l tratteto di

S Buelide, non tanto per {1 lesto, guanio per 1 mefodo. Noi dobbiamo

bense approfittare dei progressi che si compiono fucri & Ttalie, mer
senza rinunziare, anche nell’ insegramento della matematica (it ewi
fummo wiv giorno maestri e eha anche oggi non siomo da meno
certo degli altri) a cid che ¢ il risultate delle wostre fradizioni e

" delle nostre qualité nosionali.

Padova, aprile 1915,

Gr. VERONESE

*) DI queesie indivizgo i eonfironto di allri wi occuperd el Appendice ai miel
Y

Elemenlti ed wso degli Besegnonti, delle quale fie fatia wn' edisione incompleto (ed or-

snal asguride) snel 18987e AL cnl ho promesso gie In seconda edizione, che spere potind

essere pronta nel prossiii anne, ¥

(¥) Garesti Complementi possono essere adoltall nelte IT ¢ I1Y closse del lieeo wo-

dersg anche se nel coirsi precedent? sono steld wsali altri testi di geomelria.
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Coordinata di un punte sulla retta,

I. — Dalla teoria della misura delle grandezze {Hle-
menti di Geometria, TI* Parte, licel moderni) sappiamo
che, dato un segmento 4 B considerato soltanto nella sua
lunghezza, senza cioé tener conto del suo verso, e scelto
ad arbitrio un altro segmento €D come unita di misura,
riesce Individuato un numero reale e positivo mn, che
esprime 1" operazione o il sistema di operazioni (divisioni
smccessive in parti eguali e somme di questi parti) con
le quali da €D si ottiene un segmento eguale ad A B
numerc che dicesi misura di AB rispette a CD.

Ad es. s0 AP & la somma di tre segmenti eguali a CD, la
misura di 48 vigpetio a €D & il aumero: 8; se 4B & la somma
di gquatiro segmenti eguali zlla quinta parte aliquota di €D, la mi-

. . 1
sura di 48 & il nomero: — ;

= @ se infine 4B & un segmento che

\ 14 15
rigulta sempre compreso fra: 1{CDye 2(C D), fra: —— (CD) e T(—;— (C.D).

10
fra: 1—“ (CD) e % CD ricordando che le due elagsi di numeri
..m.lOG{J le 105 {CD)....., ricorda che le s9i mer

razionali :
1 1,4 141, 1414, ..
2 15 142, 1415, ...,
individuane il numero rrasionale: 2, sari o dirsi v 2 la misura
di 4B rispeito a €D,
Invece di dive che #: & la misura di 4 B rispetto a
' D, si suole aibche dire, come sappiamo, che i & il rap=
porto fra AB e CD; sicchd il vocabolo: iapporfo, di
due segmenti, antecedente e conseguente, & sinonimo del




2
ocabolo : msur, del segmento antecedente, guawtdo il
segmento conseguente xla Preso come sdf (i masnre.
T cid si esprime sia scrivendo:

AB——=m G (leggerve: AL & m volte (D

AB , : . : .
oo - ot — n  (leggere : il rapporto fra AB e CD & i
oF) g _
E va pure ricordato qui che il nuamero 22 & razio=
nale, allora, & solo alloy quando AB e D sono fra loro

cormimensurabili.

In cio che segue dinoferemo con 1a Jetteva U7 (unith di misura)
il seemento €D che assuminme come fermine conseguente di un
1':1111;01'10: questo segmento unitario sarh neile figure di.'a-egnai.o EIE
pre a pavle, ¢ guslche volta sottinteso,

2. — Se sopra nna data vetba o0 sl segua un punto
¢) {che diremo origime) e i fissa il verso positivo del
snoi segmenti, che nella figura qui accanto & quelle a

S
A [ /
Fig. 1

Jdestrw indicato da una freccia, allora per ogul altro panto
A di essa alla destra di O viene ad essere individmato
un numerc reale e positiveo s, (razionale o irrazionalel
quello ciod che esprime la misura di 04 tispedto ad T

Se sulla vetra 77, 4 ¢ il punto opposto di 4 rispetso
ad 0, all’ estremo A’ del segmento OA" converremo di
far covvigpondere il nmmero reale negative: — i, cloé
I opposto di .

T se infine conceniamo ancora di far corrispondere
al punto ¢ il segno nmmerico: O (zetol allora potremo
asserite che: Ad ogni punio della velta 1 st g fud -
rispordere 1oy wnico ¢ deferitinalo nunero reaie, posl-
tivo, negativo o nullo, secondo che questo punio della vetta
< frova a destra, o alla sinistra dell’ origine, oppure o-

incide con la origine stessa.

- 81 pud fare dungue anche piit age-

. ::l:rmdo da O verso desten nn aegmento
ciegnale o PO

Ma si pud provare che, reciprocamente, ad ognl nu-
mero reale m: positive o negativo si pud far corrispondere
sulla retta »° nn unico punto A, e quindi un segmento
(4 ben determinato in lunghezza e in verso. Ad es. se:
a3 11 segmento 0.l & quello che si ottiene traspor-
tando verso destra I'nnité I/ tre volte consecutivamente ;

y:

se: ne=-— 1l segmento 4 & quello che si otfiene di-

videndo 7 in clngue parti eguali e dl gueste somman-
done consecufivamente (uubivo verso destra: e se infine:

m =\ 2, allora il segmento (.1 & il segmento hen de-
terminato ed unico, alla destra di ¢, il quale & maggiore
di tuttl 1 segmenti, le cul misure rispetto ad gono:
1 _1,4_1,41 1,414 1,4142... e minove di tutti 1 segmenti le
oul misure rispetto ad sone: 8 1,6 1,42 1,415 1,4148, ...
Al numero 2e0 st fa corvispondere il punto origine (.

. . 4 —
<. . . 3 1
E ai nomeri come: — 3, — —, —\' 2 corrispondono ma-

0
nifsstamente 1 seginenti opposti, rispetto ad 7, del seg-

A

menti corrispondenti ai numeri positivi: 3, —, V2 ()
I = = -
5

{*) B noto che se P 0§ & un triangelo rettangolo i cul cateti
sono in lungherza egnali ad U7, pel
teor. di Pitagora. la ipotenusa P ¢
ha per misnra il numero: v2: e se
s tira ¢ K perpendicolare a P ed
eguale anch’essa all’ umitd T, =i L
che il segmente P R ha per misura:

Ay ece.
Nel caso di: m == '"2 la cogirn-
zione del segmento 04 sulla vetta

volmente e piil -égattamente tvaspor-

Fig. 2

]




Pertanto potremo dire che : Ad ognd nunero reale po-
séfion, negalico o aullo, coriisponde sulle refta un de-
terininalo punto A, situato a destra, a sinistra, o coin-
cidente con O, secondo che il numero stesso dato & po-
sitivo, negativo o lo zero.

La corrispondenza fra © punti delle vetta e i nn-
meri reali ¢ dungue unica e reciproca, o, some si suol
dire : Diunivoca (corrispoundenza : uno per unol

3. — Assegnati sulla retta s+ Iorigine O e il verso
positivo (e guindi anche il negativo), e fissato nn segmento
arbitrarvio T, che si assume come unitd di misura di tuttl
1 segmenti di », contatl a partire da, 0, diremo: ascissa,
od anche : coordinata cartesiana di un dato punte P
qualsiasi della retta, il numwero g reale Pos. 0 neg. 0 zero
che corrisponde al punto 7. Con questa rappresentazione
di numeri reali sulla retta ;@ allo zero corrispende 1 ori-
gine,” e viceversa ; a numerl positivi corrispondono punti
a destra ; a numerl negativi puntl a sinistra di 0, e reci-
precamente. In particolare a numeri razionall corrizpon-
dono punti A tali, che 1 segmenti (.1 siano segmenti
commensurabili con I, e reciprocamente; al segmento
maggiors, consideraso nel verso positivo, il numero reale
positivo maggiore, e viceversa; al segmento somma di due
partl considerate nello stesse verso, il numero somma del
due numeri corrispondentl ai segmentl addendi, ece.

e, LJ—-——-\FD (= T *
—
]
Tig. 3

Carattere fondamentale delle coordinate cartesiane o
pertanto questo che: dafo un punio é deferminata la sua
coordinala ed wne sola, e, inversumente, dala la cooi-
dinata, ¢ deterimingto il punio sulla relta, ed wino solo.

Nell’ Algebra, due numerl veali 72 ed 913" &1 dicono fra.
= ]

b

loro opposti, se la loro somma & zevo, ciod se my' == — mi.
Se due segmenti come AB e B4 differiscono solo per il
verso, allora per analogia stabiliremo di esprimere cid scri-
vendo: BAdr— — AB, oppure: AB -~ B4 =—0: e diremo
che : invertendo gli estremi di un segmento, la sua mi-
s, Tispetto ad una certa unith, cambin di segno.

E facile riconoscere che: Se A, B, C sono (e punt/
qualungue di una retta r, sussiste la seguente idenlild
segurentaria ; -

ADB 4+ BC - CA —=0.

Tnfattl se B eade fra A e O, allova: A0 = AB- B{
epperd: AB+4- BCH C4=0. Se poi B non cade fra .1
e C, ma & A che cade fra B e (, allora si avrk:

B4 4 AC—=DBC, e quindi: 0= AB -+ B —

La stessa dimostrazione vale pel caso che ¢ cada fra 4 e B.

4 £ e 7 4 ¢
Fig. 4

Problema. — Date le ascisse w, b di due punti A
e B, delerminaie o misura del segmento AB.
Siccome per la identith segmentaria :
0d 4+ AB+ BO==0 si ha: 04 + AB = 0B,
e perche la misura di un segmento somma di due altyi
¢ la somma delle misure dei segmenti addendi, cosi, detta
 la misura i ABslavra: a4 =0, donde: 7 z=0 — 4.
¢ A 7
Fig. 5

Problems. Come mudtano le ascisse del punii i
wng iella, sé-tn essa st mata [ Oi'a'gz'ne, conservandone
Pero il verso positico ? i

Bia 0" la nuova origine, e sia d I ageissa dl O xi-




(G
spetto all” antica origine O: poiché il verso positivo & ri-
masto come prima, defta o 1'antica, o7 la nuova ascissa
oA, savh: d—a'=s da cul: ¥ = —d.

ol

4 o' 4 X

Fig. G

Esempio - Be v & (in kw) la velocith oraria di un punto mo-
bile X il quale si muove i moto mniforme sulla vetta r, ed A &
il punto di partensza, la cui ascissa &: a:ese ¢ @ (in ore) ln davata
del moto da 4 ad X, 1" ascissa s (spazio pevcorso) di X sard data
da:t s=a 4+ vi

Questa relazione serve, dati @. v, £ a caleolare s: serve anche
a ealeolare ¢ dati s @ o ¢ ecc.

8Be il punte di partenza invece che . & 1 origine stessa dei
segmenti sulla vetta, allora @ =0 e la relazione & la seguente: s = v ¥
sprzio = wveloeita moltiplicata pel tempol.

Coordinate carfesiane di un punto nel piane.

4. — Per fissare la posizione di un punto qualungue
n un piano dato, il metodo pit in uso & il seguente: Si
tracciano due rette OX, OY (assi coordinati) incon-
trantisi in un punto O (origine) e delle quali la prima
¢ dice: asse delle ascisse (0 asse delle o) la seconda:
asse delle ordinate (o asse delle y); i scelgono i vers
positivi su ciascuno degli assi (nella figura qui softo
essisono indicati da freccie), e si fissa a pavte il segmento
unitarie . Ad ognl punto P del piano viene cosi a
corrispondere una determinata ed unica coppla di numer
reall, ¢ o 0, che sono le misure, rigpetto ad 7 dei sep-
menti 04, (OB di inecontro delle parallele condotte da
agli assi con gh assi stessi.

Reciprocamente, ad ogni coplnia di numert reali, dati
in valore assoluto ed in sagno, corrisponde un unico

-
punto I del piano: cosi se, per fissare le ldee, & data
la coppia dei numeri reali .

positivi: 3 e b, a questa
coppia corrisponde il punto
che 51 otbiene facendo
Ol=—38uw e 0O B=>50ue
tirando da 4 e da B le

o o S+

— A4 X
parallele, rispettivamente R “ o
all’asse oy e all’asse oo ‘
Al puuh/\della regione Lo fi
angolare .1 OB corrispon-
dono coppie di numeri es- Fig. 7

senzialmente positivi (a, &) ; pel puntl .1 dell’ asse delle
& zero il numero b, e pel punti B dell’asse delle ¢ &
zero il numero «. Al punti P’ della regione angolare
BOL corrispondono coppie di numeri (— ¢, b) dei quali
il primo scltanto é negativo. Al punti 7 della regione
0B’ copple di numert essenzialents negativi; e a quelli
della regione AOB coppie di numert (@, — b).

Diconsi coordinate cartesiane di un punto P del
plano 1 due numeri ¢ e , che sono individuati da P in
valore ed in segno per mezzo delle misure del segmenti
delle parallele condotie da P all’ asse delle » ¢ all’ asse
delle 7, e che determinano. quando siane dati in valore
el in segno, il punto P stesso. Sebbene le due ecordinate
tt e h compariseano in (uesta definizione nello stesso mode
per la determinazione del punto, tuttavia converremo di
nominare e serivere sempre come pidng coordinata la
misara di 04, ossia g, che si dice 1" ascissa, e come
seconda, la D, che si dice la ordinata del punto dato.

Anche per le coordinate cartesiane di un punto del
piano sl verifica una corrispondensa biunivocq fiv [
punti del ﬁi‘&no e le copple (a DY di nuwineri reali, varia-
hili da punﬁ_ a punto, ma ben deferminati in valore ed
in segno per ciasenn punto dato; e cioé dalfo wn punfo




b

sono delerianale le sue coordimate, e dale le coordinaie
¢ deferminato € punto.
L7 origine & & contrassegnata dalle coordinate: (6o
In ¢i0 che segue, per maggior semplicitd, assumerenio

¥ come assl due rette
Cm._.,,,,,jl DX, OY fra loro pes-
1 |7 pendicolaii (asel or-

togonali); 1w tal caso

! 1 /

T ?P le coordinate carte-
L= _ siane (a,b) di un
. punto P gualsiasi, si
S dicouo coordinate
R ortogonali.

Ad es. 1 punfl 2

G Red Sdella fig. 8

hanno per coordinate

orbog.: (3,11 (2, 1), (—1.—1) (8, — 2) rispettivamente.

Date le coovdinate di un punto P, la determinazione

Al P rispetto ai due assi OX, 0Y si chiama spesso la

rappresentaszione grafica del punte P; e ge noi costro-

iamo varii punti come P, con una determinata legge, U'in-
sieme di codesti pun-

Fig. & -

Sirieiipeaiipait Sy it
B El !

ti cosi ottenuti si dice ! : :
la vappresentazione
grafica di gquesia
fegoe.

e Lisigl
3 1

L
ki T

Oss. emp. — Questo
procedimento & reso pra-
ticamente pilt semplice % E
mediante 1"uso di ecarta
qradretiafe . la  quale.
yuando i1 quadrato ha
per Iato un millimetro : :
dicesi carta millimefraote. o : - L !

Nella eavta qunadret-
tata i verticl di ogni qua-

EREN

f

__,_

%

Lanne per coordinate: T Q : ;
W19 ~3) (—8 —3 | E
(-8 12) ~ ' =

Es. 2 - Segnarve i

 punti di coordinate : !

th

drate hamne per coord. mameri interl pos. o negativi: ad es. il Ter
tice P ha per coord. (33), ed il vertice § le coord. (+.3)

Esere. 1. - Determinare cou la carta millimetrata le lunghezze
deilati e area del rettan-
golo AB CD, i cui vertici :

L it
T

T

B2 (—12 {(—1 —3
e caleolare "aren del

trinngolo che ha per ver- | BEEEececEcd
tice gnesti punti. i

Es. 3 - Lo stesso
pel triangole di vertici: 7 ]
G — 24} (—2 —4h
(64 (—2 4 | 4 Fie. 10

Es. 4 - Dati 1 guat-
tropunti 4 B C D di coord. {25 1) (— 1 1.5) (—1 5) (1 —2), deter-

minare le coordinate cei punti in cui le eongiuugenti 48 BC CD

D4 incontrano gli assi
Es. 5 - SBe si ha l'equazione: y =3 o + 2 si frova che ai va-
valori: 2 —1 0 1 2 di & corrispondono rispettivamente per y i

valori: —4 — 1 25 8 Verificare che i punti (—2 — &) {— 1 — 1)

{0 2) (L 5) (2 8) sono tufti situati svlla stessa veita: & se si inter-

ealano alfri punti assumendo per o valori compresi fra i precodenti.

=1 oftengone ancorn punti della medesima retta.

5. — Problema. — Come muiano le coordinale di
win punio del piapo, se in esso st Lasportany gli assi
puralielamente a se stessi conservandone perd il verso
posifirg ! {traslagione),

C Se XOY, X0 Y sono due sistemi i assi coordinati
fra lore paralleli, e se o ed y sono le coordinate di un
punto generico P rispetto al primi, »' ed y quelle di P
vispetto ail secondi; se inoltre ¢ e & sono le coordicate
di O rispettofagli assi primitivi, dalla figura si ha che:
04 = OM -+ MA— OM +— O'A" e quindi: o= o+ «.

Analogari¢hte s trova che: y-=y -7,




1)
Pertanto: o' — o —a, =y — b (1). Begue da cid
K v che, date le coordi-
i I date di un punto P
P rispetto agli assi
’S‘ ! X0Y, sl troveranno
M o A =2 quelle di Prispetto ai
{ : ‘: nuovi assi X'0'Y sot-
Is traendo . dalle prime
$ i le coordinate omoni-
et | ,;E w——— * e della nuova o1l

gine () rispetto agli
assl primitivi. Date
invece le coordinate 2"y di- P si avranno le coordinate 7y
deilo stesso punto aggiungends alle prime rispettivamente
ne b Le formole (1) si dicono le formole di lrasforma-
stone L @ odue sistemd Ji gssé fra lore parallell; esse
sono equivalenti alle seguenti: w=—=a +a, y =y -+ D

Fig, 11

Eserc. 1 - Vevificare che le formole (1} sussistono ¢ualungue
sin la regione angolave, nelln guale si collochi ln nnova orvigine .

Es. 2 - Quali sono le formole di trasformagzions fra i due si-
gtemi di asst parvalleli, quando la unova eovigine O si colloea sul-

" nsse delle 2; oppure sull asse delle y?

6. — Distanza di due punti.

Siano 4 e B 1 due punti, {7 y,) (7:y.) le loro coor-
dinate, che mnella figura ¥
=010 rappresentate daiseg- :
menti (0.1, 44, e OB, BEB,; ;
e sla L@ parallela all’asse | E
della o 31 vuol esprimers
la distanza 4B mediante
le coordinate di 4 e di B. -4

Dal triangolo vett. 1B
st ha, pel teor. di Pitagora: )
AB* = 1Q* + BQ*; ma lQ—=_\,B, = 0B, — 0.1,
—w, —7 & BQ=BB, — 4B, =BB, — Ad, —wy,— 1y,

il

(r’z ) {1, — lfl) :

od anche: AR = (r, — o) Py, — Yt

apperd AR

Se il punto .1 coincide con Porigine, aliora » =0
4y, == 0. e scrivendo @ rispettivamente y invece di oy 7,
i ha che la distanza di O da B, che per brevita indi-
cheremo con s, & data dalla eguaglianza :
=gty daoeni: = Vet it

Esere. 1 - Caleolare la distanza dell’ origine dal punto di coor-
dinate (3.2 — 2,3}

Es. 2 - Caleolare la distanza dei due puntiz (1,6 2,3) (23 1.6.

Es. 3 - Vorificare che i1 punti di coordinate: (5 0) (+ 3} (3 4}
{05) {(—3B 4) (—1 8 (B — 4 giacelono tutti sopra un circolo che
hia il centro nell’ origine e il eni raggio & 5 unifd. ’

Es. 4 - Veritieare che i seguenti prmti: (11 7) (10 10} ¢ 11}
i 11} 42 1) (6 2 distano di 5 unith dal punte (6 7)

Es. 5 - Caleolare la distanza dei due punti 4 e B di coordi-
nate 23 1) (—1 1,5) avendo curn nella estrazione della radice qua-
dratn di ealeolurla a meno di 1y, per difetto; indi verificare il
vigultato con carta guadvettatn di un em. di Iato.

Diagrammi.

7. 0ss. emp. — (fuando in un fenomeno i valori che assume
ana granderza y sone determinati, secondo una data legge, dai
valori di un’altzn @ (ad es. In pressione, in atmosfers; del vapore
di wna ealdain, e la temperatnra di esso) allora considerando i
valori di & come ascisse e quelll di y come ordinate di un sistema
cartesiano (ortogouale) si ottiene un insieme di punti del piano.
che sono rappresentati da gqueste goordinafe. '

He perd, per rendere pilt visibili le vaviazioni di y corrispon-
denti al vaviave di x. congiungiamo o due a due com tratti retti-
linel gli estremi superiori di queste ordinate, considerate nel lovo
owrdine naturale J successione, ¢ siamo in gualele modo certi che
te coordinate di #n punto gualungre del tratto rettilinec sono I'nna
wn valore dellazgrandesza x e Valtra if .~orvispondente valovre
della y. allora avremo una sperzata rettilinea.
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Be infine, la legge seconde cul 1 valori di y dipendono da
guelll di 2 & tale che gli estremi di gueste ordinate, anche se non
1 possiamo costruire {utt. si debbanc succedere 1 nno all altro in
euisa che la spezwata sl possa empiricamente confondere con una
linea curva, allora diremo di aver avuto unn curva.

Il gruppo di panti, In spezzata, la porzione i curva si dicono
il diagramma del fenomeno comsiderato. Nel primo caso si dice che
il fenomenc ¢ discontinus, e nel secondo a trafti continui, nel terso
continge. Perd anche nel primo caso i punti consecutivi ai uniseono
‘con tratti rettilinei ugualmente, per avere una rappresentazione
pit chiava dell’ ordine in cui st succedono 1 puati del diagramma.
Eveo gualehe esempio di ciagseun caso nei tre numeri 8. 9, 10. che
oril seguiranno.

8. Esempio 1 - I prezzi medii setfimanali di una merce. nel
vorso (i due mesi sono stati i seguenti:
Alla fine della I* settintann: L. 250, alla fine della TT#: T,. 2.40,
indi: T 275: L. 3: T 250: L. 225; L. 2: 1. 2.10.

i

Exa)

PEEnud
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Fig. 13

e}

f

Con Ia carta gquadrettata, dopo di aver segnati oli nssi OXN. O Y.
se el rappresentiamo sull’asse delle x le gettimane {1 cm. per
ogni settimana trascorsa) e sall asse delle y i pressi corrispondenti
a cinscnna media settimanale (1 cent. per ogni lira} noi otteniamo
un diagramma. composto di punti, tutti staceati gli uni dagli altri.
che ei farh conoscere 1 andmnenic dei preszi della merce durante
Pintero bimestre considerato. assal meglio che non si possa rile-
vare dal confronte di tubtl 1 dati numerici suespostl. TL diagramma
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¢ di guelll che abbiamo detti discontinui. Noi abbiame congiunti
gii estremi di due ordinate comsecutive con tratti rettilinei, solo
affinchs 1" andamento del fenomenc apparisse pitt manifesto ; ma
1won posslamo dir nulla dei punti interal di questi segmenti, perche
non sappiame p. es. se a meta della quarta settimana il prezzo
della mevce sia proprio guello che sarebbe dato dalla figura.

Esempio 2 - Dall'Annuario statistico italiano del 1912 (pag. 16)
riportinmo qui il diagramma della mortalitd, per causa di difterite.
dal 1887 al 1910. )

Sull’asse orizuontale sono rappresentati gli anni da segmenti
eguali a dwe wm. e mexzo e sull’asse verticale sono rappresentati
con segmenti di e-
gnal misnra i nw @

meri B che indi- 984 i -k

cano per ciaseun :i: %

asuno la mortalith 77.3|— ! .

sopra 100.000 abi- | 02| X1 U T T T
tanti, Ad ea nol 562 A -

1910 vi & statn ann | 128 i

mortalith per difte- |asz k !
rite di cirea 1415 ;?1 ! § '
individui=su IAOO.OOO 1:; ; ; — T‘ i ]\T' ==t '_I‘
abitanti, e nel 1887 ; Eggﬁaggaggggggggé‘hg §§,§§8§

& gtata compresa fra
914 e 98.4 indivi- Fig. 14
dui su 100.060.

9. Esempio 1 - Un treno diretto fra Venezia e Blilano si
muove con moto che da stazione -a stasione si ritiene unuiforme, o
st ferma alle seguenti siazioni principali, come 2 indicato nella
tabelln qui aggiunta:

Part. da Venezia ore 0.80 - dist. Km. 9 - arr. a Mestre: 0443

3 Mestre » 048 - » 2 - Padova 1.24
£ Padova » 134 - » 81 . » Vicenza 210
» Vicenzn » 229 . 5 8. Verona 220
> Verona 5 7 385 - - 4 - Desenzane 1.23
e Desenzaﬁﬁ > 425 - » 28 . Brescia ]

» Brescin & 3.5 - » ) S AMilano 6.20-
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Yiceome da stazione a stazione il treno si move &i meto vite
nuto uniforme. cosi possimmo traccinre il diagramma, agstmenda
vowme ascissa il towpo (6 mm. rappresentano 1 ova) e cowe ordinata
tn distanza percorsn (2 wmm. rappresenta 10 km). ¢ congiungere i

g T Ty T T I Creegrrrgric T TITTETTITTLLO
T T L T S e e L
T o . I ] T T
T T ) I ma Tt tT
1 1 H Tl 1
0 i T
T 1 I ]
T L :
HE: u
]
} :
s )
T
= I\ { ]
T ; 7
T TTT 0 I T
i 1T
B s T 1 o i
I 0 T T i ]
; L+ 1 T S 1
i3 T ¥
i T I
& T
T L T
I
T
4 |
1
T i 1 7 1
1= i} T } .
- i F+ L
R T . i
[' o I |
i -1 H
i st .
I ¥ L ]
S LR ]
i L T
e e, ; : e e
l P P P B B A e B i T T _J._E__,J:__ TTTT 7
T prvars T

Fig. 1o

varl punti con del trafti vettilined, potendosi ritenore ¢he le distanse

percorse: ossia le ordinate dall’ una all’altra stagione slano propor:

zionali al tempi impiegati a percovrorie. ]
Queato esempio corrisponde al diagramma a tratti continai.

Egempio 2 - Due ciclisti 4 e B corrono sulla stessa strada par-

tondo contemporaneamente dallo sfesso punto: A corre per 2 01'1-1
ccon In velocith di Km. 1S all'ora, si arvresta per mezs ot e poel
continna correndo con la velocith oravia di 12 Xm: B invece corre
semza mai fermaiei con la velocith ovnrin di Km. 135, In gunal
ponto B avra incontrato A7

Lo stadente sa benissimo risofvere questo problems con Vuso
delle equasioni: noi vegliamo oftenere lo stesso risultato grafica-
mente. assumendo come ascisse { templ {nella seala di 1 em. pev
opni meszor) e come ordinate il mumero dei chilometri percorsi
[{.i-l ragione di 10 km. per cm). Tracciando il diagramma ¢egli spazi
peveorsi dal due velocipedisti. troversmo che il pueto comune del
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due diagrammi & guello corrispondente alle ove 4 ed alla distanza

Al km. 54, come si troverchbe appunto riselvendo la enquazlone :

L IRENNTNRIRE] L ! I IAFERNTREPR) :
LZ 1T I o T I 1 1T \‘ 12
‘l‘ } I 7T “ 1 1 4
L T A T T 1 .
" i 1 T
A ¥ T .
kL L + 4
- : 1 :
: ¥ T
}E H-H ¥
3 H 1 Mo ?
L .I I Ll
T }
N T
o8 wywpn :
L - }
F E
£ 32 3
e : i i
= T Pa
T~ I N I I
T L ) 1
T n -
iy I . r
T P) >
i rc
1 ra :
T + = :
T n 3
t f
g 1
i
I ~ o
i 7 o
| ! :
5
T wu|
: Tt 1
-t T
T T 1
b4 T =11
T } g 1
I s Hu’u‘ ]
T ;
3 1 Eas T i T i
Mt TR 1 R o T T

Tig. 16

36 4125 == 135 (x 1-2,3) ove x dinota in ore il tompo impiegnto
c-ldal corriere 4 a percorrere il secondo fratto. dopo Ia sua fermata
1 mewz’ ova. :

10, — Consideriamo ora un fenomeno nel guale gualehe
:glandexza, suscettibile di misnva, varl in modo vontinuo al variare
ei tempi, p. es. 'altezza della colomma di un termometro (centi-
rrivdo} & mercurio. Queste variasioni della temperatura potranno
Cessere rappresentate assumendo come nsse delle @ le durate ¢ come
asse della y le Ietture fatie sulla seala termometrica: il Inogo delle
‘edtremita delle ordinate cosl segnate & un diagramma del terwo tpo.
CLo® continue, perchi se anche noi non possiamo tracciare che un
tmero imitato di punti, siamoe tutfavin coerti che il lnoge della
estremith delle varie ordinate & continuo, ciod & una curva. B consi-
liabile perd, auclle quando le successive ovdinate del diagramma
islane prossime fp K
o1l tratti veftiline
on gid essn stesss

di loro. di congiungers i successivi estremi
> congiderare la spesmsaty vettilinea cosi avuin
come la rappresentazione del femomenoc. perclii
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questa ¢i & fornita da una curva a noi incognita, ma pin che altro
come nna rappresentazione praticamente approssimativn di essa.

Fsempio 1 - Suppeniamo di aver questi dati esperimentali :

Lieggendo su un termometro centigrado ad ogni quarto d’ora
dalle S di sern alla mezzanotte la temperatura, si somo trovati
questi risultati:

Ore 8 81, 8V, 83, 9 8y 0y, 9% 10
384 383 882 881 38 878

Gradi 37 305 88
ore  10%, 10, 108, 11 iy, 11, 11%, 12
p 7:

Gradi 376 374 874 BT8 878 B8 38 3

5

Affinche i1 disegno riesca in una piccola parte del foglio con-
voniame di diminuire futte le dnrate di 8 ore {con la scala di nn
em. per ogui wezs orn) e tuite le-letture fatte sul termometro di
36 gradi (con la scaln di 1 om. per ogni mewze grado); cid che
cquivale a trasportave gli asgsi parailelamente = se stessl mella
nuova origine (8336} : allora avremo il diagrammn seguente:

: TS TR Lo SRR IRARARLLEA S ARRABE ST & RS ENRE T SN EES WA [SANIRRUNEER]
PR 0 L HH\I]\-HII»IIII\'\ T % 0 ¥ ) 13 P
o e o L ot ST P T T o
ELET AT S T A L R AL 11 I g B 4 T HE Il -
AL I b L R ST i A 1 aund KR T -
T Tl T = i y e A 0 L) 0 EY ¥ L
[ I TTETARL TiT N R W T T C 1 H b
i T A R Il o R T 1 -
o L 7 N S e METE N I R T o
pu 1l 1. ] T3 o T ) T 1
i T D 21 0 T 1] oI
Ll [ T [ 11 yon S T R 1. T i T
LI 80 A I ) vl 13 )
T P T e gt e
T T t T T T
et Lmm | T T e
| i ']
HHEHE o H o= R SR W BN C
BER AR S T : Rimassu:
T PIITELT 3 D
R P T e ot
YL T T el 1 | !
i T g0 0 O T 3 1 L)
I 0 0 A T g 3
1 TS T T I T T T
! T LA R + HY E
T 1 B 0 T aum) L
T [ o R S A 11 LT 1 BT i T
T 0 R O A M Il T L1 1 L] (|
T EEAMERE AN R AN NN T P
T A 4 r 1 T " ? oA N —
i T g B . o G W S T NN SR CNN]
T T A U e LT (mwd "
T T O P O T L i Tt
T ; A e e T FH b
T ; T it
T 1 T L L Y A S 3 P ¥ T - T T
T T e 1 e e 0 L . L b T T
- 1T T (S ANENEEEE N |- 11 1 T T L.
I iy I ot o TR e 30 0 T i}
o ] I A L B 1 i o e I
T v 1 o e i i oA R Y S (R M WA NEwn
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T rE T 3 I L L L T T 1T bl Ty T IR H
T o e ki S T MW B R W "
0 5 L O T G J Ml T 1T AT T TL
R 1 Y M A M S T L R o e}
e U AW WM PN I L W B AR BB R R ) TIT T TR T FERERE 4 .
o
Fig. 17

Esempio 2 - Alla temperatura di 4 cent. mma quantita di acqur
occups 1 duie, esatto in mm vaso di vetro a forma di un cilindro.
sulle oni generatrici sono graduati i volumi I cme. decimi e ceu-
tesimi: sottepouendo guestacqua a ditferenti temperature e notando
i corrispondenti cambiamenti di volmme si trovavono le seguenti
variazioni dl volume :

e 09, cme 0,48 5 29 cme. 0,08 ; 1 gme. 000 ; 6 cme 003 ;
8 epre. 011 3 107 cme. 0,25: 129 cme. 043 ; 147 eme. 0,70 ; 169 cme.
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099 ; 187 e 1,85 ; z ¥
o 18" eme. 185 ; ed a 200 cme. 1,74 ; cosi che I acqua che
avera il + i1 dme. a3 i vol PV
]m:tlf a 11 xol.]]ch 1 dme. & 20° ha i volume di dme 1.00174. La
stra earta millimetrata sulla E ’ 7 ore.
guale I asse delle ascis
o5t : E ascisse rappre-
senta le t atur i (
rta le temperature {nella seala di 2 gradi cent per ogni laln]
= . fi=d : e

¥
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Fig. 15

gquelle dsll dinate » : i
’%i o Lezf@zﬂo};ﬂgllaz(j;:mpg:;fssfl\: i:;?u%miti»di ‘volume {nella scala
o st 1 o per-ogui om. el da il dingrannua del feno-
e ..] 1 mu? ‘1_ priori che il diagramma consta di nna curva.
pore? dl Cw-o(;i};ievzmj.:?.ue1di t_empel"tlh{ra corrigponde una varia-
oo ot o E };m{_o .(11 1)00311551}110 I temperatura & pure
e el-uentﬁ? piceolissima la variaszione di volume: o sap-
].e: vari;;ms;ie sdlia-g_:,;g(;xiiugessero.zﬂtri dati _esprimentah determinande
o o & v me eornsp_ondentz a temperature ad es. di
s % s sl avrebbero quanti altri punti si vogliomo del din
f;rrﬂmma;_ma i pochi che abbiamo eostrnito bastano a darei un:
1L:[8:L praticaments approssimativa del diagramma stesso, anche ,
giungendo con tratti rettiline: i punti successivamente7c:ttem1t‘i?0n‘

ﬁeﬂfse:zpl? 3 - Alcm‘n._clingmm.mi, come gquelli della temperatira.
o elle preszione atmosferica, dell’ umidith ecc. possono essere trac-

..(.:IE.Lfl-dﬂ appositi gstrumenti chiamati strumenti registratori cor‘.o
“Acinti e descritfi N&lla Fisien. Un diagramma del terzo tipo ;].1 0

Funo i questi stromenti o maren.

ssere generato da-
. Biea dalla idibgr

, ] quello della wmarea.
afia che le marvee mon‘scno che le‘oscillazioni
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Inguna di Venezia presenta guattro massimi 4 B ¢ D (alta marea}
e (uatiro minimi E F & H (bassa marea).

i8
periodiche della
citata su di esso dalla luna
1a eni azione i prevaleute.
temze di mavea. ciob 1 dislive
Le ampiezze di maves. cioe 1 ' L e .
y ¢ sono mwassimi nelle Sigixie (lunn
ioni della lunn

superficie del mare generate dall’ attrazione esex-

o dal sole ma, specialmente dalla T

SCALA DI RIDUZIONE DELLE ALTEZZE 1:20

Wi fro o alta maven ¢ i

hagsn maven succesaivi TArinno
a) perché allova si uniscone le az

| ALTEZZE ORARIE DI MARBEA SULLA LINEA DI RIFERTMENTO i
plena e lnaa muoy

o del sole. & minime nelie guadrature {primo guarto ed .u_ltuuo S i giorno 15 settembre giorno 16 settembre
guarto) perche allora 1e agioni dei {dune astri sono in 0171703‘%19‘“{ T
: o e oo uo appnnte regiatrate S . ) .
Tie variazioni del livello del mare vengo app e i ln o st - 0Ll 0,19 15Lh 0.65 orl 010 185 053
dai mareogrefi. In questl strumenti nn galleggiante che s1alsa @ I R " PN . s " 056
bhassa seguende 1 movimenti Asl livello del ware frasmette que : : ) | i -~
A RESISR = . R i e TS By Py Tl = w =
dt). ) of 8 ;;:31‘ imenti, in una scala di ridazione determinata. ad wua 2 & 0195 15 0.675 2 L 0285 15 0.645
sti snoi s amentl, &R o A eari Sor - o — .
a qgfivente davanti alla quale si sposin un npastro Al carin. _ 3 0.285 16 0.74 3 . 0475 16 0.735
penng s s B ” Tt - apin. S i - . . -
con velocifiv uniferme impressa da un ﬂpp.uecchw d 010;??,0)11. = e 4 0Ll 17 0885 4 0.64 17 .83
i R . . j R T T a, MAre0eIRIlet) (G - 5. - . - -
ortiene cosi sul foglio nna curva [diagramma = 11 istanti v 5 0.60 18 0.89 5 0.833 18 0.90
punti rappresentano le alieuze del livello del mare, neg 11.1 & y 5 0715 b 1 0555 o 0955 1 0.0
Lo : o meala accemnata. sopra una linea di : . : Lo " S * :
AL orriapondenti e nella scala accel = - , L . = - =
afi eRSI COTTISPORK it dall’ istrumento. : 7 0.58 20 (.795 7 1045 | 20 0.80
hase o 4i riferimento. puie traceintn dall 18t ) o _ ! :

& 006 191 | 0655 8 1.02 a1 0.635
9 0,065 | 22 0475 9 0.89 ) 045
10 0.92 23 0295 | 10 0755 | 23 0.265
11 0.86 2 0145 | 11 | 063 24 0.17
12 051 | 12 0.54

Lia linea di base & ¢ b; sotto di essa & segnata la graduazions
del tempo in ore. La scala delle altesze & di 1:20, in modn che
mezza centimetro rappresenta um metro. e mezzo millimetro un cen-
tinzetro.

Dal dingramma stesso si fa pol lo spoglio oravio, misnrando.
in eorrispondenza di ogui ora la distanza fra il punto della eurva
mareogralica, e la linea di base, ¢ moltiplicando tale distanza per 20.

I visultati di questo spoglio sowo riportati nella tabella posta
gotto al diagramma stesso.

La curva mareografica, come si vede dal diagramma presenia
delle irregolarith. Queste sono dovute ad oscillagioni accidentali
del livello del mare, dei tutto indipendenti dal fenomeno delle maree,
causate dal veuto o da movimenti sismici. Naturalmente i dia-
- grammi delle Faree variano col variare della localiti.

2 19 ¢he si riferisce ad un periodo di
o 1914 }Ja curva mareografica nella

Nel dingramma della figur
Ane giovni dal 15 e 16 gettembr




Grandezze variabili e funzioni.

Negli esempi precedenti abbiame visto che
esperinento restano fisge, & grilN-
a legge, da altre

11. Oss. emp. —
vi sono grandezze che inaw dato

dezxe y che sono determinate, secondo una dai

grandezze date x, © variane ol variave di queste.
ilisce che fra la ordinata y e 'nscigsn & dei
ativo debba esser soddistatta In con-

es. y == B + 2

Cosl per es. se ai stk
varii punti del piane rappresent
dizione che y sia sempre eonale ad: x4 b (per
ati o fissi (rispetfivamente 5 e 2} nol
ad una guestione in eul certe lettere
arinhili, mentre certe altre, come

ove @ e b sono due numeri d
of trovisme gui davantl appunto
vome 2 ed y dinotano numeri v
4 e b dinotano numeri fissi, o, comse si guol dirve, costanti.
Nella equazione : ¥ + F # 4 g==0 % pure da risguardarsi come
costanie la @ gnando lo siano i coefficienti p ¢ ¢, e quando la
Ainoti 1"una o I'altra delle radiel della equazione stessa : in questo
cgempio tutte le guaniitsy p o % dinotano dungue delle vostant.
Nella fornela relativa al moto tniiorme: §= »t {es. v 2) nella
guale ¢ indica il numero delle unith di tempo trascorso ed 8 il
aumera delle unith di lunghesmsa percovse alla fine del tempo %
atts di moto upiforme, e in tal cago, v dinota un
namers figso. che potri eangiare &a problems » prodiema, ma che
per uno stesso problema va considerato come costante, mentre {ed
ed § sono variabili e al variare di f, varvia sin modo perd che sin

appunto perche si tv

sempre s = vk
Tniine, per comsiderare ¥’ esempio
viahili, se noi ricordiame Je formole relative

Ai pitt &i due grandexze va-
alln caduta di un grave
. 1 . .
nelviuoto e eion it = 1 — gt s—ui——5 40 £, noi vediamo che g
2

pre lo stesso MUIRErd {in
ti nello stesso luogo o i
alocith inisiale

iaccelerazione della gravith) dinota sem
woetri 9.8 se si tratta di esperimenti fat
fnoghi di egnale latitudine geogrnfica, mentre w {¥
in metri) £ {tempo in gecondi) v (velocitd alla fine del tempo t in
metri) s (tunghezza del cammino percorsoe alla fine del terpo #}
somo variabili, e fali, che mnoti i valori di due tra esse 5000, COME
I"Algebra insegua, determinati pienamente i valori delle altre due
erandezze.

Rizssumendo queste osservazioni possiama dive:
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Vi s T 2 i
e L ono giigélilldeéée, che in un dato esperimento o in
stesso problema, restano i 1 i
. , restano invariate, sia perché
del numeri i 1, &l b 5 visgusrdans come ol
(o o 1}1 c‘iatl. e fissi, sia pevche si risguardano coms tali
ante 1’ esperimente o 1 i
ungo il problema; vi
dezze che in w i o stesse
n dato esperim i
ento o 1n u !
blomn pusson no stesso pro-
SO0 essers rappres
- sentate da a 8U i
nome PO : una successione
: Tt 0, come g1 suol dir
81 s Ire, possono variare liber
mente, almeno entr inati oo aaa.
\ re determinati limiti
1 limiti, assu 1
lunque valor | enle, commress
ralore espresso da
Un numero reale, c g
eutro quel limiti; i o e
; e Vi sono grandezz i
” . ; e che In un es
rment stess . : e
rhner 0 0 1n uno stesso problems variano bensi, ma i fui
alorl sono. s i ili \
caon om0 secondo leggi prestabilite, determinati dai
1 altre grandezze che possono invece variare Jib
ramente. o
Te grand i
g ezze che r ‘
g g e rimangono sempre le stesse o si
isg come tall in una stessa questione diconsi or
dezze costanti. o
Le gra z 1
S dgat‘ndelz/ﬁ' chle possono variare liberamente assu-
1 valori, ahmeno entro 1 limisl, si
: : . r0 certi limitl, sl chiams
variabili indipendenti i ’ esomd
nti; e quelle inv
fabi ece che pur essend
variabill sono tali che i i di ; st
he 1 valori di esse s inati
vat sono determinat
o i ! i 1 i
pendono dalle prime, dicons: variabili dipendenti
Peln -Dn - . § - . ' ’
dons .mcmﬁceue che 1 valori di una variabile dipen-
nie i s 1 STHLY 1 . .
fen Jdl esprimono per menzo di quelli di una variahile
pendents g, 81 suol dire che y & una funzicne della
X e scerivere vy — f () s
S el 1e] Sy = [ lx) (f(r)sl legge: funzione di o
3 7 wy ; ‘ 3 i o
o dnal dvo ta Ja 7 di ). Possiamo anche dire che:
_grandezza y & funzione di un’altra x, quando per
ogn1 valore di o assur i ‘ s
oam v 4 assume un determinato valore o un si-
1w di valori determinati. Quando per ogni valore di

o la ‘ y
o y assume, sempro lo stesszo valore, allora si dice ch
~la y & costants ‘ B

Oss. emp i
. - — o es I sadrira (3 4
derare come flznﬁigne del :empeméﬂm digm corpo si pubd consi
g el tempo. Cit siomitics
tempo sia esso la eauss I 16 non significa punto che il
a causa della temperatura, ma che esistono delle
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relagioni simunltanee fra Je variazioni della durata e guelle del ter-

mometro. Nel moto puiforme lo spazio percorso 5 & funzione del
tempo b impiegato a pexcorrerle. T lunghezza fella circonferenyi
& funzione del raggio. Nel moto aniformemente ritardato ja velo-
cith o alla fine rel temipo t e lo spazio percersoe dopo t uniti di

tempe SON9 funzioni di ¢ e della velocith iniziale ...

ariabile indipendente, e 8 ol

17, — Se o & una ¥
del nmwmer:

riferiamo alla rappresentazione geometrica

reali sulla retta, allora, cowme gid sapplamo, ad ogni va-
lore di « corrisponde sulla retta un punto; e reciproca—
ments. Se poi consideriamo i valori che la o assuile inun
tratto od intervalle (i cui valor estremi siano a e 1)
o sia data una legge. secondo la quale pev ognuno i
1 risultine determinati uno o pin valori d1

questi valor
an’ altra variabile ¥ nel quale caso ¥ & una fonzione

di o, allora assumendo i valori di o come ascisse, e 1 cOT-
rispondenti valori di y come ordinate di punti del solito
plano, mediante i sistema di assi cartesiavl (ortogonall)
i1 lnogo degli estremi delle ordinate ¢ v dingranmia. La
legge secondo cul la y dipende da & pud essere qualn-
que, purché tale che per ogni valore di o preso in b

certo intervallo risultl pienamente determinato nn valove

od un cevto numero di valori per la i

he pit froguentemente i consid
no quelli n cui
alore per la

I casi ¢ erano, 11 GNa

srattazione elementare COmMe questa, s0O
e di o corrisponda un solo ¥

ad ogpi valor
ohe del resto abblamo sempre incontrato

fanzione ¥ ©id
sin qui.

Pus darsi che la legge di dipendenza della # dalla
5 sia espressa, Com? «i suol dire, analiticamente, €10¢
ricavare il valore di 4 dato quello

«ia tale che sl possa
alore, ed eventualmente

di &, eseguendo sopra questo ¥
SOpTA costanti date, 0N determinato numero 1 operazionl
A caloolo (addizion, sobtrazioni, poltiplicazioni, divisioni
ece.). Cosi se [(7) o S 42 e sl pone: J— 3+ 2,
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dato 11 wvalore di o, st i
s al(?li i .1-7-.51 ha quello di ¢ meltiplicando
| per 8 e aggiungendo poi 2 al prodoti
oy L prodotio ofte-
equi;iotii zw}oi si dice che la relazione: y == /(7) & la
cauazione er a curva, rappresentativa della fun=
£ (r) od anche del suo dlagrammsa.

13. — 11 di
. laer . e L 1
e hagla.mma, rappresentative di uuna fun-
a0 11 lfa c}ou.st&re di un gruppoe di punti separati gli
daglt altri ¢ mpi V
- ]D Id altri come nell’esemplo del prezzo medio satgt'
wnale di una merce: | ,
ree: (es. 1 n. & 1 1
‘ ' . n tal caso dir
namal r or . so diremo
o 8 1ﬁmaone considerata {cicé qui il prezzo medio set
nanale) & una funzi i inu e
nna pge) ¢ una f}mzmne discontinua del tempo. Come
\ _]ﬁ e mpio“dl- funzione discontinua possiamo cltave la
ariazione della popolazi 1 ‘ .
azione al variare '
i : del temypo ; relhié
ezli & hen chiar poi perche
iy chiaro che la popolazi ] :
_ olazione al variare c
sl & 1 lare ¢
gresce 0 decresge per unith. el e

La funzi 1
Icne INvVess rapnr ‘
rappresentata : 1ags
delle temperature, o delle mlallee { ‘ 1 by e
, : : : es. 1 e 3 10y & di
quelle che ¢ i1 i , e
tiem e 18 dl.COIB.SI ‘contmue, almeno nell’ intervallo di
mpo che i congidera : perché & bhen ovvie el
cOrpo non pud pass ( | ’ Texa ¢
: passare da una temper
seratura £ ad un’alfra ¢
senza passar - 1 i L in D
o passare per tuttl 1 valorl mtermedi del seg
idel termometro compreso fra f e ¢. Cosi -
 rermon : ; X . Cosl un u '
:imo fmsrzme da un’altezza ad un’altra senza paime .
6 passare - ltesza 2 8 assare per
intermedie. Cosl ancora un trenc che st muéve

ra du.e p
t X # 7 aus o t t o C
. . : b 2 £ DU X
Stazionl assa er 0ol Nt 1nvermedclo e
. tlatto L]le ]e C(H}glunée. Cl

Quando noi dic

: ‘ i diciamo che f' () & .

- . = L e COnt

¢ dell’ intery: . . Fov inua nel punto
e STV ectillo lt\a by iotendiamo di dire che mentre o
: p&ssan O a valori . . . i
S ; minori d ; et
quanto si vuol 1 ¢, ma prossimi a ¢

H

i o L a Vélom maggiori di ¢, ma pur essi vi-
: 8 e, lagpordinata g passa da valori minori di
v 1
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/ (¢, ma prossima a [ (¢) quanto s1 vuole, a valori mag-
giori di [ (g), ma prossimi a /(e

Meglio si esprime questo fatto dicendo che per
quanio st fissi un segmento, o tratto, ¢ piccolo ad arbi-
Frio, siopud sempre delerininare wn inlervailo (o b) sul-
U asse delle & iacchivdente if punto ¢ lanko piceolo, che lu
differenza dei valori [ la), F(b) chela flax) assume agli
estren dell’intervallo {a B) riesea ancord plie piecola di .

Ma iun questo trattato elementare ¢l atterremo alla
prima delle accezionl qui- riportate. E diremo che una
funzione f{(x) ¢ continua in tutto 1'intervallo (a D)
di valori della variabile indipendente i, se la stessa F
& continma, nel senso ora precisato, in claseuno del punti
di questo intervallo.

La prima delle due figure gui sotto riportate ci da
un esempio di una funzione continua non solo nel punto ¢
ma in tutti 1 punti dell'intervallo (s n) racchindente ¢; la
seconda ci porge V'esemplo di una funzione continua nel
tratbo da @ fino ad a e nel tratto da ¢ fino a D" ma non
continua in tutto Uintervallo (@' &) anzi discontinua in ¢,

ST e e e e Crn haunasaumamsan e A kLS LR o i
Fo e e e e e D R R e pan A
T e MUk RER s i L i =
b T f ¥ .
S amsmaaman HVE‘\\J\HJH—'—[III[I”ITF e R e T
et T H‘!_:_LJ__H,,WHJ'_ et e
: A O ARRKUTENET RN SR I e ]
T MR NE FARUL e T
+ 5 i T T A O S A A
C N R AmRARAR, _hni‘”p‘:» A B £ i 13 |
; 1 > 1 HH
A R e TR S
R EngRmmmR AR TABLuR e R ANNAmAuMENAmma MRS =ammiEal T
SaREERS IR e e = A E A A T
e s AR e ot B i e
TR I P 1 ot T
i e e e T AR iAnnaURRANARAANES RS SRLEE
£ - wi L (! T T 1 I T L1 0 4 N LA O H
o o | . T L y L T Ly _‘\“‘\}- l‘ T
FREER S e T mwraanmaAn! He e
[ e A T A e mwamaamuswuE N AR o e ]
e AnEamEAEnN uARAA] S o M R s L o i M i i oy
[ RAm e e R T A e e eand
R ST I VL W ) e :
T T T T3 Fist E T LT i3 gL W u |‘
T T T i 1 ST ) ol Tl
S as P e e e A s s
P e B o B e & § AmEA S pA B aus -
TITTLT 114 Tl T T T T LN I M i L
ErrT\IIII 110 LR R A Y o A T i T L LCT. L
TR e H e T Tt S T
Fig. 20

Come altro esempio, il diagramma delle percorremze
del treno diretto da Venezia & Milano & continue a
tratti, come a suo luogo abbiamo rilevato.

IS

|3

5
N 14. — Bia a<Cb: per fssar le idee supporremo che
1 mterva.l.lo a b del-walori di » che si considerano sia
una porzione dell’asse positivo delle # e che f () sin
sempre posilice per tubtl i valori di o dell intervallo stesso.
Allora per esprimere che variando # da @ a b con I as-

zl}nlve?"g 1 valeri @ m, @,. ... b, 1 valori corrispondenti
1 /() sono sempre crescenti, cloé: fla) < fx,) << fla,)
..... < /(b)) diremo che la funzione j(u) & cresceilt”e

nell’intervallo considerato: e per esprimere che variando
ancora o da @ a 0 i valori corrispondenti di f(x) sono
sempre descrescenti nel senso cioé che: f(a} = f(xr))
=) .l = f (b} aillora diremo che f(x) & decrélz
scente nell’ intervallo medesimo, \

' E: diremo che la f (2) assume in ¢ un valore mas=
simo / {c) se per valori di o precedenti a ¢ & per valori
(_‘1_1 x seguenti di ¢ in un intervallo ¢’ che comprende ¢
l_valori corrispondenti dells funzione sono tutti minori
dl' /" {c); diremo che la ' (7) assume in d un valore mi=
aimo /' (d), se per valori di a precedenti a d e seguenti
di d ivalori di £ («) sono tutti maggiori di / (d).b

Ad es. la curva della temperatura dell esercizio del num. 10
presenta un massimo alle ore 8%/, espresso da: 38.%4 ed un minimo

di 37.°4 alle 101/,

.A.]Eorquando [ (r) & espressa come abblamo detto
anah?wamerﬁe, e 81 ha che y =/ (%), anche se non &
tracclata cmnpletamente la curva, possiamo facilmente ri-
conoscere se in un dato punto ¢ dell’intervallo che si
COIlSldt?l‘& perla v, la f () ha un valove massimo, calco-
]gndo i valor: di /() per due punti a sinistra e a de-
stra dl ¢ e vicinissimi a ¢, come ad es. c—/ e ¢k
ove ‘h % dinoi'fno due nwmeri piecolissimi; se si verifi-
che.ra‘. che: fRle— 1) < f {c) << F{e-1-k) allora sarh
a dirst che 7 (¢ . & un massimo per 7 (). Analogamente
st trover.-é, -che WD — 1) > F(d) = 7 (d - B)allora fld)
& un minimo. In alfre parcle s ha che /() & un mas=
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simo di flw) per wz=c¢ se la differenza fc— 1) — /(¢
< conserve negativa qualunque sia il segno e la picco-
lezza &i /i; e si ha un minime se la differenza stessa
sl conserva peositiva.

Cosi p. es. la funzione: 10% — x* ha un massimo per =75 o
questo massimo &: 25. Infabtl si ha:
F5 W —=10(BRh) —5 — =25 — k2 <25
FH+E) =105 +k — (5+E=95 — K2<25

F15) =105 - 32 = 25
sieehd: FO—R<CIEI<FE+ k. Ad es per p= 49 si ha che
Fi49)— 2499 e por 2 =31 f(3,1) = 24,59, _
Esere. 1 - Verificare clho per 2=—= —3 la funzione y==a* 4+ 10

x—0G & tale che:

{4 10+ Ry — 6 — (@® - 10 — Gy =Rk + 24+ 10
i sempre positiva qualungue sia il segno di k. e guindi che j J ha
un ninime per ¥ = —23 e che guosto minimo &: — 51

Es. 2 - Vervificare che nella funzione y —ax* 4+ b + ¢ si ha
identicamente :

otk = fe)? + Bl Ry e—(aa? d b+ =—hiah+ Bax 4+ B

quindi ¢he se « & positive, per & = -— 5~ la funzione ha un -
X . . dae —b*
nimo, e qnesto wminimo &: —————
: +a
Es. 3 - Nella tnngions: == — #? + 10 % — 6 si ha che:

it A B A 10 e B — 6 — (— 2 10 % — G)=h(—h— 2w+ 10)
& sempre negativa, qualungae sia il segno di h,per =3 e quindi
In y ha un massimo, o guesio &: 19

Es. & - Verificare chese nella: y=ax?+bx + ca @ negativo.
b ) L dac— b 2
per &= — z— si n un massimo. e gquesto &:
2a ' Ta

Es. 5 » Se y=px? e se p b positivo, vevificare che per & —
plr ) —pwx® ossia: hp (k4 2x) & sempre positiva, qualungue

sin il seguo & A, e gquindi che y ha un minimo @ che guesto mi-

nimo & zero.

15. — Quando /{a) & della forma: az + b, ove @
¢ b dinotano nwmeri noti, dei quali il primo non sia zero,

e si pone: y=—=ax b, allora si dice che y & funzione

2

"\i

ai I° grado Az, od anche che y & una funzione li=
neare di .

Quando f'(x) & della forma: qa*~~bx——c¢,oveade
Jdinotano numeri noti, dei quali il primo non sia zero, e
<l pone: yz=aa? 4+ ba -+ ¢, allora si dice che y & fin-
zione i II° grado, od anche funzione quadratica di o

Quando, pid generalmente, si ha:

n-»—l

n
y=ar-tbr—.. Fhaei ]L
com ¢ diverso da zero, a}.lora si dice che y & una fun=

zione di grado n della o ed i nwmerl ab... 22 sono

i coefficienti dei varl termini della funziome.

n—1

‘T.e funszioni come, axr -0, ax*—Dha-c, a ,L~+—bm+

si dicono funziomi intere.

Tie funzioni che si presentano sotto la forma di un quo-
ziente di due fanzioni intere 'una di un certo grado i
e Ualtra di un altro grado s, ¢ dicono funzioni fra=
zionarie.

Le funzion/ che studieremao medianie lo rappiresenii-
siome grafica sono : quelle di I° girado : quelle di 11° grado:

e . @
le funziond frazionarie della forma: gy ==

§i dice che i valori 7, y, di = ed y soddisfano alla
equazione y = fl@) quando sostitniti in luogo di « y
Jdanno una identith numericd. Ad es. 2 e 8 soddistano alla
equazione y== 38 —+ 2 perché si ha l'identith 8 =38.2 4 2
invece 2 ¢ 9 non soddisfanc alla equazione y == 3 -2
perché 9 non & eguale a 3.2 2.

Se i valori &, y, di & ed y soddisfano alla equazione :
iy —= i), il punto di coordinate &, 7, appartiene al gruppo
di punti, 6 alla curva rappresentata dalla equazione stessa;
e un punto le gui coordinate non soddisfano all’ equazione
data: y— f(@)jinon appartiene alla rappresentazione gra-
fica dalla iunaione [l Ad es. 1l punm di comdma‘ce 2
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e 16 appartiens al lnogo geometrico rappresentato dalla
equazione: y == 10m — 07 il punto di coordinate 3 e 16
non vi appartiene perche 16 non & eguale a: 103 — %

Funzioni lineari.

16. — Quando diciamo che la variabile y & diret-
tamente proporzionale alla variabile # intendiamo che
se: x° " sono due valori qualungue di .r, o, come si
saol dire, due stati della variabile x, e y' oy sono

o

i corrispondenti valori della , sihache: ¢y =max 1o
od anche: 3 :a’ ==y :a”. Seaeil valore comune di que-
sti due quozienti. cid si suole egprimere scrivendo che:
y: o= a,od anche: y —ax. Reciprocamente, se iy =&
e ad o corrisponde: § —aa, o ad «” corrisponde :
y' = a s, si ha sublio che: y oy = o ed anche:
y oo =yl

Nella relazione: y—am, y & una funzione del tipo :

@ a0, nel caso speciale che sia b eguale a zeTo: Y €

Junque una funzione lineave di .

Esemp. 1 - Ades idue tormometri Celsio {centigrado) e Réan-
mur (ottantigrade) Lanno o stesso zero, © il rapporto delle lore
colomnine & 7, cost che
ai Celsio; percid indicando con ¥ ia temperatara in gradi Reawmur

e con  la temperatura centigrads abbiamo sempre che: ¥ =

Es. 2 - I due termometyi Celsio e Fahrenbeit sono cost di-
spostl che allo zero del primo corrispondono 82 gradi dellaltro.
e che a 5 gradi del primo corrispondano ¢ gradi del secondo: in-
dieando con y la temperatura in gradi Falwenheit, si ha che:

9 .

Y=g 4 82, equazione della forma y == &¥ + b
Fs. 3. - Si sa dalla Fisica che la lunghezsn di una spranga di

forro eresce proporzicmatamente alla temperatura: guindi se p. €5

a 4 gradl Réaumuar corrispondono 5 gradi -

a 4 cent. wsan ha un metro di 2
ceado contiar. i fon -'Cfl? ch- lunghesza, poste che per ogni
mote] 0.00031‘-) o P?ld- ara 1" aumento della lunghezza sin di

’ = la lunghezza y dells spranga alln  temperatura

di ¢ gradi centisgradi sara
gn igra sari data da: y-— p
vaviabile indipendente qui & 2 v oo wk'i)- e

17. @) Equaziene: y —x.

o —1, per avere

la rappresentazigne :
gratica osserviamo
che ai valori:
—2—1013,.. ¢
di @ corrispondono i
%'ispettiva‘,mente ;
1 valori :
—2—1012... ¢ :
di i I punti di coor- Ho
dinate : —
(-2 -9 (21 -1y ° :
Q3. .. seno situati
sulla bissettrice del-
"angolo X 6 Y; o WHHESE RS
recliprocamente, o- ' Fig. 20 o
i;} pulnrto' P di gquesta bissettrice avende le coordinat

M, PN fra loro egnali & tale che: Y= e

g .
D Y= 0ssia se o

D

3
punnE

e : @ Il diagramma
corisponde alla equasione lineare: y— 0 6 pertant
ung velia, che ¢ g bisseltr: wolo de N
, € @ bissettrice dell /
na e e el angolo de 73
branihi positivi o negativi. ’ g st ¢
Se invece : y =

I

— ELHO].& 31 thVd .:111:11()0 amente h.e
1]. d.]'c"bo Aanma e 1) S5e ce Qfe % }e] areoio il ilec o]
= > i& b t 1
()\ e & 2 3

. b) Equazione: y ——ax. -
ZORe: Y a, ossla yia T a
Al valori : 2 ‘
ri: —2 —101% i i
o elors : 2 i @ corrispon--
1 valori —2a —a0q2a...diy: cosilab-r

Si ablia ora la equa-

5
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Yiamo i puuti B' A" 0 A B rispettivamente di coordinate :
(=2 —2a)(—1— ay... I triangoll O 1 4,02 B sono -
o o mili e quindi la retta
Sl R 04 pasya per B, e slcco
R R  me A’ & il simmetrico
di A rispetto ad 0
perche A == A" co-
¢l la retta stessa pas-
4 THEE sa per A7 e per la
] ' EHIE  sfessa lagione anche

per B

T,0 stesso dicast del
punti le cul asciswe
avessero valori juter-
B = medi a quelli presiiv
iR rit ettt % considerazione e le cui
i% E: ordinate fossero avolte
:&H T P E queste ascisse.
jiacass: H SuinsaseaEcEE s SRR i £ Reciprocamente.
= P : ogni punto P della et
- I ta costruita bha due
o coordinate & ed y tall
Fis. = chey:o=—a:lclod:

YT QA

Il diagramma corrispondente all
— g & dungue ess0 pure quello dl uma T
citnata nell’ angolo degli assi positivi se @
a figura, o mell’ angolo a

s equazione lineare
Y etta passante
per Uorigine,
& positivo come nel caso dell
questo adiacente, se « & negativo.

b, — Puo darsi che quando n
aria, la y rimanga costante,
in tal caso lay €
y=b. La rap-

¢) Equazione: y —
un problema una grandezza Vv
congervando sempre lo stesso valore b
chiama ancora funzione di @, ma g1 sorive

ol
Presentazione grafica di v & 1 u-
grafica di ¥ & in tal caso la paraliely al

fasse della x, alla

distanza b da esso.  FEHEEFHEE Y FE
tanz yiEsstess g i,
Reciprocamente, S
o : : ] o
ognl punto P di T
ani pu ' R
questa parallela ¢ FHEiraroaih Ei=in
: ; b | Fi 1T } }
tale che mentre la  CElrirTEee o ;
: HEATH i i 1
sua asclssa pud as- o i SREE e
. e HH
umere qualunque g5 : i
- - H : ; :
valore, I’ ordinata 4 S
corrispondente ha = : =
: 1 Eoangee hanatn T
sempre lo stesso  HARHEHGARGOH I ik
“—a] Ol‘e ]). LI ATy JJ...LL‘[ :_‘ L: T {"FH
Fig, 23

Invece la equa-

sigie £ o ap B b
pi SC?&[{‘{ UL ?EI.I!{ o alf §

N £ A LA [4 o [[) s

(/f- ({!l’ (RATREA (”bl(”%,—u EQ’MCI{B [f{f of p Cia ] o

) Equazione:

3 e v — - -

il ¢aso che la fungi } o a.X +-b. Consideriamo infine
e unzione y sia data dalla equazione e

pleta d1 1* grado: y—awx— . (i — om-—

Ponendo y—0 ¢ hs Do
_ ha che : a’_—E, vale a dire il

IREBRENT %
; } INEERERLS
B HeLy
AT VAl e W ; T
1 T T I T R
REa e £ s i ‘ !
THEH Hih 1 :
T T
I il wH, mEine ‘
i iy f } ¥
3 ! T ]
T T HH
AT
i ams I
L I
s
! s
: : :
T
T
i
*
j i
i wr: - !
. i 3
I =
t
I | :
J 2
T !
HH i
T HH:
) W I
e )
T R D :
R =
A T s e
- T } T
U chr\in””w” -
Fig. =4

punto O che tha . . 5 b
. queste coord Hi Vel
inate " ) & sitnato
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[ ]

' . b .
sull agwe delle ¢ o alla distanza — nel verso negativo. E
o

se w10, allora y:—"0, e il punto 0" di coordinate (0 5)
giace sull’ asse della # alla distanza & dall’ origine.

Se poi noi consideriamo un alivo sistema di assi Y O'X
che abbia per asse y' la parallela condotta da ' all’asse
della i e per asse delle & lo stesso asse delle & di prima,

nel avremo che:

7 1y Pé & b
= I e
1=1Y “

~come sl vede dalla figura, e quindi, sostituendo nella (1)
ofterremo la equazione seguente: y —aax (2).
Ma siccome rigpettc al sistema Y "X U equazicne
{2y & rappressntata graficamente da una vebta passante
per (. cosi conchiuderemo che il diagramma della (1) &
Ia refta passante pei pwmti ¢ od O
Possiamo dunque dive che in generale: L rappie-
sentazione grafice di una funszione lineare delia variabile
a0 nel sislema cardesiuno {ortogonale) é gempre una sellv.
E reciprocaments, dalla figura stessa si rvileva che: wn
rette non parallela all’asse i vieme rappiesendala ana-
liticwmente da wna equazione linears: y—=axr -+ D nelle
cooirdiate corfesione (ortegonall) o ed 3 di ogni swo
pentc s e se & parallela ol asse y, essa ha per equiii—

sione D T da.

18. — Se ¢l considera una equazione come Ja:

Adx-+By-+ C==o, se B non & zerc, essa pud met-
tersi sempre sotto la forma :y = ¢ x -~ & dividendo per
B e ponendo : '

— %::a, — —%z.b. E se B=0, allora la equazione
A a4 C=0 diventa della forma: x-—a ponendo:
« ‘
— =

“possiamo dire che que-
~sta rappresenta una retta parallela alla retta di equazione :

53

© . Dangue:

Una equasione generale lineure in a0 ed ¥ ¢ sempre
rappresentdala da wnda el '

. Se un punto di coordinate ;4 & situato sulla retta
s1 deve avere : |
day 4By, -~ C—p

O C ‘:- . - " Vet “ )
; 0}?1e &1 hIlO‘I dire, le coordinate di un Lunto della et
soddisfuno all’equazione delln refia.
Ad es. il punto (2 8) & situato sulla retta di equazione :

B 9‘3 Z+4 y—180: non vi & situato invece 1] punto :
L ....‘). .

19. — SBe s ha I equaz
. 8 quazions: y == q g -1 se O ("
& la retta che la rap- Y e 00

‘Presenta, condncendo  ERIEHTHEFATIRIERST Ay oy
da Ola paralicla aila | f TR
. v K it T N
O 0" sl ha che- aEEapEa Ht T ‘.}”"'
PM Py - - A e R,
R o S i EE e EEEimeEEc
OM 03 4 it
T
pereid la parallela con- S
LA A Frh T
dotta dall origing 0 AT
N 3 T i i !
~alla retta data ha per 2 Frr i
equazione : y = g . it :
~ Se nol consideria- S R
L ;o i
MO quest’ altra equa- ST
zione : y =g x4 B P
Fig. %5

Y==aw, quindi parallela anche alla rebia di equazione :

Y= ax -+ b. Pertanto:

_D?Le €fﬂ&aclon - i S 3 —_ y
. I ¥ 4 1%
conle 1] o b / a x

“che differiscons goltanio pel termine n0lo, SONG Pappire-

sentate da due 'i%tte fra loro parallele.

E 1 ] 21 Py .
ber questd “che il rapporto : o aF — @ si chiama
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costante di direzione, ¢ coefficente angolare od an-
che pendenza della retta sull’asse delle o

E dn osservare per altro che mentre nella equa-zione Y= aa:'ﬂ’—.b
noi possiamo dave alle ascisse quel valori che voglinmo uompreyﬂi{;;
due numeri dati. nd esem. = 0,01, & =-- 0,01 come = 0. D.U .
nella costruzione della rappresentnzione grafica non 130551_:111‘10 inter-
calave quantl punti noi vogliamao. Per es. colla carta mx.l]nnetmt-.‘l
prendendo cowe unith di wisura il mm. & certo c:.he noi nou os-
siamo coi nostri strumenti segnare ad es. il punto di nselssa 0,00001.
T costrnzione grafica & dungue sempre una costruzione Gppios-
stmative.

9 2 39
i i i : a7 M : — :7 ) - ) COH. ]e
Esem. 1 ~ Ripigliamo ¥ egnazione: ¥ = 5 x4 32 che leg

lettuire fatte sul termo-
metro Celsio & quelle
fattesul termometro Fal-
rvenheit. Se nei deter-
mininmeo la rettn che es-

sn rappresents, troviamo
clie essa passa pel punto:

{0, 32} e pel punto:
{— 20 — &): essa & dun-
que laretta 4 B, la quale
interseea l'asse dellaxin
un punto M tale che OM
& eguale a: —17 cirea
(il valore esatto di O3
rieavato dalla egquazione
facendo 3 =0, ma che
noi non possinmo diret-
tamente costruire, sareb-
160

be questo: O M — — D Fig. 28

gssin: — 17,777 ... ,
ideri e Uasione : Y T e che serve a deter-
Consideriamo anche U'eguazione: p==-= &,

winare i gradi Béanmur, noti i gradi ceut.igr-a.c?i w; essa \"t1e11}e)
rapprosentata dalla vetta O P passante 1)91'.1'01-;gme & pel pl:l)IltO R
di coordinate 25 e 20. I1 punto di iutersemone_ delle due _mt edA
ed F ha per ascissa — 32, epperd a — 82, gradi cen?. ‘c‘m-ni}zaf e
1o stesso numero di gradi Fahrenbeit e Réamwur, cloe: — 2.5

85
Possiamo quindi dire che., data waa temperatora in gradi di
uno dei tre termometri, si possono determinare graficamente {ri.
cordando che i gradi centigradi sono contati sull’ asse dells ) i
gradi corrispondenti degli altei duwe, misurando lo coordinate corri-
spondenti ad una data ascigsa.
Es. 2 - Tn altrc esempio di funzioni lineari oi &
equazione del moto uniforme reftilineo &i un punto P.
Tudicando con s lo spasio percorso, con f il tempo
veloeith costante. abbiamo sv =1. Se
nol risguardiamo ¢ ed s rispeftiva- HHHHE :;:,JLWA,W e
mente eome ascizsa e ordinata del : :
punte P, avremo una retta passante
per I origine. In questo caso al valore
zevo di ¢ eorrisponde il valorve zero
anche per s. Ma se il punio P parte
da un punto 4 di ordinata @ sullasse
delle g, &1 ha in tal cago: s==vtd- o Y
¢ lo spazio s & rappresentato da una
refta parallela alla precedente. Erenme

dato dalla

e con v la

N

r r et LT

E appunto con I'aiute deila rap-
preseutazione grafien (es. 1 n, 9) cha le Fig- ¥
amuiinistrazioni ferroviarie rappreaen-
tano il movimento dei treni con una linea determinata. Per sempli-
ficare la rappresentazione si suppone che fra due fermate i freni
abbiano delle velocith costanti {egnali alla loro velocitd media fra
le due fermate): il dingramma quindi & composte di tratti retiilinei.
Tee stazioni sono indicate in wna linea verticale; le ore sono contate
sopra una retta orizzontale come nella tigura 15. Le fexmate sono
rappresentate da tratti orizzontali. Dal disgramma, detto erasio
grefico, i pud vedere quali sono gli inerocii dei tremi; e per di-
stinguere i diversi treni, diretti, omnibus, accelerati.... si usanc
particolari segni convenzionali. Ma tranne che dalle amministra-
#ioni questi ornri comunemente non sono adoperati, =

. Rapporte incrementale.

20. — Gmando una grandezzair varia, essa anmenta
o diminuisce, 0, come si suol dire, riceve un incremento
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o positive o negative. Se s da un valore o passa ad un
valore a”, 1'incremento di. .z & dato dalla differenza : -
" — &', la quale sarh positiva o negativa, secondo che:
@ 'y oppure: & <l as

T/ incremento : " — ' della variabile « si indica col
simbolo: A (leggesi: delta «) e =i sarive: Ao—=a" — al.
Questo simbolo non significa un prodote di A per r, ma
indica il risultato della operazione: " —— 7.

Cosl, se per es. ¢ indica il tempo (espresso in min.
secondi) e A dinota un incremento di tempo (espresso
in secondi o frazioni di min. secondo e che si rifiene
sempre positive) allora: - A7 dinotera il tempo che
considera come suecessivo al tempo (: & superfluo rilevare
che la differenza fra £+ A ¢ e { & appunto Al

Consideriame ora una variabile y, la quale sia fun-
zione di @, e che la z abbla Vineremento Aax: allora,
come ad o corrisponde il valore y, cosi all’ incremento
Ao corrispondera (se la y mon & una costante} un certo
ineremento che per aualogla potremo dinotare con Ay, e
per conseguenza al valore i - Ar della variabile indi-
pendente corrispondera il valore y -+ AY della funzione.
T/ incrementc Ay non & arbitravio, come I’ incremento
A4 @, ma dipende, come facilmente si vede, da x e da
Aa ed & ben determinato, noti che slano x e Ao, gene-
ralmente parlando.

Per fissar le idee con un esempio si supponga che sia -
y—=a*+9. Quando & assume un dato valore, allora il
valore corrispondente di y & «* -+ 9 quando & & divenuto
w4 A2 il covrispondente valore y - Ay altro non ¢ che:

a2 A+ Ao A 493

percio: .
Ay=2mx Axr—+ Az AT
Se dungue ad es, #7=3, e noi diamo ad x I"incre-
mento: Ax=003, y avra 1’ incremento :
Ay —2.8.005+ (0,08)? = 0,3025.
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E se essendo o =258 not diam 7 1
| @ = amo ad 4 1 lLicremento :
Aw=—0,01, allora abbiamo che :
Ay =23 (— 0,01) + {0,01)? =z — 00,0699,

tchem rapperto incrementale della funzione y ri-
s{ple1 fo al]a; varlabile 2 il quoziente fra 1’ incremento Ay
della funzione y e I incremento A x della variabile indi.

pendente x: esso dinotasi con : 4y

. ,izd. es. il rapporto incrementale della frinzione ¥+ 0
uando si considera uno stato a o variabi I inor ‘
- e c‘nellrl_ variabile con I’ incremento
w, & dato da: =2
Ax

=2 @, per cul se: x==5 3
+ Az per cui se: x==3, Awx =003 allora

0.3025 s e
W:ﬁ.ﬂo; e se =3, Ao =001 esso &:

il rapporto stesso &:
5,99,
Cid vremesso, consideriamo la eguazione della retta :
- Yy =&~
no TR O e - gy . y
1 abblamo che: y-- Ay —alr--Aa) b e quindi :
) Ay
Ay=a Ax A—’j:_:a.
Pertanto se: ..’3’3’
anto se: y——wa o+ 0 & | equazione in coord.
cartes. di una vetta, il rapporto incrementale Ay cioeé

Az’

il rapporto fra 1'incremento della ordinata {che corri-
sponde ad un dato incremento

dato arbitrariamente all’a-
seissa) e quello dell’ascissu ¢
cgs[ante, ed equale al coeffi-
ciente angolare — o penden-
s — a della retta stesca. e
Questa particolarita si pud '
rilevare direttamente dalla
figura quiaccanto osservando o A T
ae: LU_PE

: ; o Fig. 28

PA TP

ERRELY

e ¥ i esza & 1 lets
76 ' : (¢, PET cUl essa ¢ Wna proprietd coral-
teristica della retta. .‘




21. — Se a & la pendensa di una retta passante per
T origine, sappiamo che : y =" a % & la squazione di questa
retta. , o
La equazione : y=wa x4 (y —ax’), ove &y sON0
le coordinate di un dato punto P del piano, essendo della
forma: y == @ -~ b, & essa pure I’ equazione di una retta;
di pin questa 1etta & parallela alla retta y == aw avendo
Ja stessa pendenza, e passa per il punto P perché le
coordinate z’ y di P soddisfano a guesta eguazione (. 18).
Adungue la eguasione:
y—y =alr—ux")
rappresenta la vetta i pendenza a, passunte pel punto
di coordinate « .
@ ! S ‘ 1
La equazione : _—+~'?L: 1 si pud metbere sotto la
73 ) ) ;

P D w1 b
forma : y=—-—a+b

la quale rappresenta una retta, come sappiamo, di pen-
denza: — -«li e che passa pel punto: (o b). Ma & facile ve-
”

dere che anche il punto: (@ 6) glace sulla retba e poichée
nna retia & individuata da due del swmol punti come
nel caso presente,

( 4 e R
{0 B) (ao0y, cosi Ee e ! :
conchiuderemo  sHHbHR
che la equazione:  ZEE i 3
, . & O T
' : :I T I Il
RN A rap- S '?1* ol ; -
o 0 PR RS :
presenta la retta TSR ;
| T 'H
che incontra l'asse e } -
; ‘ L oiRERe
deila o alla distan- ‘ N
TS e
za @ e Uasse della  ToftrEsnes e M%# i
iat R T R TR
y alla distanza b PR

dall’ origine delle Fig. 50
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coordinate. Ad es. la equazione: éf e % — 1 rappresenta.
la retta che intercetta sull’asse della « un segmento O .1
eguale a 4 unith o sull’asse della y un segmento O B — 8.

" Eserc. 1 - Determinare i segmenti che la rettn di equasione :
y=ox - b sfacea sugli assi,

Es. 2 - Data I'eqnazione generale di una rvetts. trovare la co-
stante di diresions.

Es. 3 - Data la equazions Wi una vetta: y —3ax + b, ove b &
incognita. determinave il valore da darsi a & affinch lavetta stessa
passi pel punto di coord. (5 1).

Es. 4 - Data Ia equazione di una retta: y =aw -+ 2, ove o &
incognita, determinarve il valore da daysi ad @ :thnche la retia
passi pel punto (5 1).

Es. 5 - Dati doe punti mediante lo lore coordinate trovare la
equrzione della retta che li congiunge.

Sistema di due equazioni lineari a due incognite.

Lo 4
22. Esemp. 1 - So sono date le due equazioni: y = =« ed
== % x -+ 32, per soluzione comune di queste equazioni si intende

ana coppia di aumeri che, sostituiti uno per x I"altio per y, soddi.
sfano ad entrambe.

Risgnardando « cone ascissn e y come ovdinata 4i un punto
del solito piano rappresentativo, sappiamo che ciascuna di queste
equazioni vappresenta una vetta, {es. L n. 19) epperd il punto eo-
munue alle due vette avia tali coordinate che saranmo la soluzione
comune delle equaﬁoni di gueste rette. Prolungando la retta O F
e la retta O E gel diagramma dj quesie due refte, si troverebbe
sulla carta 1mihmet1.1m che il punte d'incontro B delle dune rette

stesse ha per adeissa — 32, come si 1vlebbe duettqmente risol-
vendo il sistemf®eol metodo @i confrontol
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Es. 2 « Se un treno parte dalla staxione ¢ alla meszanotte con
In wvelocith di 45 Km. al-
I"ora e un altro treno parte
dalla stessa stazione un’ora
= dopo eon la velocita di K.
T w G0 all’ora, noi avremo:
; ‘ LT 3 y==4ht y—=G60{E —1).
HHT Rappresentando le per-
HT eorrenze di ciascun fremo
g i 7 con diagrammi noi froviamo
: ! che essi sone dati dn due

; '
i -

il N} '
T I T
pimi i T

X

puslinyan

T
T
T
I
]
T
T

T
I

|
I

Phsf 3|
1
T

: : : : - rette uscentirispettivamente

it .‘ S RsSEszEeaE da 0 e dal punto-di ascissa 1
SRR R T R T g che sl incontrano nel punto
Tig. 29 Pdi ascissa #== 4, come si

avrebbe. risolvendo algebricamente le duwe equaxioni.
Se sono date le due equazioni:
Yoz ey by Y=y by,

per avere 1 valorl di o e y che le soddisfauo basta de—
‘terminarve la rappresentazione grafica delle due reite,
come si ¢ fatto nell’es. 1; e le coordinate del loro punto
di intersezione saramno la rappresentazione grafica dei
valori di o ed % cercati, ,

Se invece le equazioni sono date sotto la forma ge-
nerale :

A +=By4-O o Ay + By~ (,—o0,

basterd trovare la loro rappresentazione grafice. che abe
biamo gia indicato al n. 18.
&
Es. T - Determinave. costruendo le rette di equazioni :

I Ty . . .
-+ ;Jzi. -i—_f’ =1. Ia soluzione comune di gueste equazioui.
3 25 . 1 4

o
jti

Funzioni quadratiche.

23, - Una funzione quadratica di = & in generale
della forma: yomga 4 ha L g (. 15) in essa figurano
tre coefficienti ¢ b ¢. Consideriamo la pit semplice fra le
fanzionl quadratiche e ciod : y==x* (1)

Alle ascisse:
12384....4a..cor

. . . 32738 FEy A easus ErErTER R
rispondouo rispetti- R ; S
R NN B PR AT
vamente le ordinate : : et ;
149 16....¢0°..; & :

mentre alle ascisse: 3 asaes ]

—1—2 —8 —4., = S !

. Al !

—= ¢ corrispondono le 3 : I .

b : 1 I ; + e

stesse ordinate di o i =

prima. Se nol consi- i : =

deriamo dei valori in- i ! : ' s

1 l_

termedi fra quelli in- i : 5

dicati per le -ascisse, HETEIE : i

&8 eae: B

ad es. i ; F T P

H ] | T

=0 05 15 25... e T T

. s e T S

i ha: y-=0 70,25 e

e ' R o e e T T,

225 625....ecosi } e e e e

. R e

otteniamo nn numero  IHEHER HHee et D

. . . TR R Piiiassseeannentas :
maggiore di punti B e

R+ j PP E

sempre pit vieini ai § : fasaes fuSEzszERic £

precedenti e che s HERA e -

aa: 8ty toARER 1 i

SEguono cbn una | i 1"*{&_7 A e

certa” uniformith. E
da cid sl vede; che : o a8t
@) Se un punto P di coordinate xy fa parte del
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diagramma della funzione y ==« #* vi appartiene pure il

punto di coordinate: — ¢, ¥, cloé il punto simmetrico

di P rigpetto all'asse delle -

b) Non vi & aleun punte del ﬁmglamma clhe glaccia

al di sotto dell’asse delle #, vale a dire wn punto che
abbla negativa Iordinata, perche la v dovendo esser sem-

pre il quadrato di un numero reale, anche se questo nu-

mero & negativo, il suc quadrato & sempre positivo. Al
diagramma appartieve fra I punti dell’asse delle x, il solo
punto O (origine).

e) Col crescere di ¢ cresce anche u e in gunisa che
J ¥ 8

questo valore di y divenga anche maggiore di un deter-
minato numero positivo ur; per questo basta prendere:

7= m—1, ove i & un numearo positivo qualsiasi (per

esempio 1).

d) Se Vascissa 2 cresce di A s o ha che Ja ordinata.
y corrispondente cresce di una quantita Ay determinata.

dalla eguaglianza :
y—Ay— (A= +2. 2. An-Ar. Ax
e quindi, tenendo conto che y == wx,? dalla egnaglianza se-
gusnie :
AT (2e-Aw). A 12)
Da questa relazione risulta che pit piccolo & 17 in-
cremento A, vale a dive, guanto meno esso differisce

da zero (nel gquel caso tanto meno 2w+ Ax differisce

da 2 ) e tanto meuo Ay differisce da 2x.Ax; ma
siceome questa quantita ha per fattore ‘A 2, cost essa dif-
ferirh anch’essa quanto poco si vuole da zero, vale a dire
potra diventare ancor pin piecola di ogni numero posi-
tivo ¢ dato plecolo ad arbitrio. Segue da ¢id che col di-
minuire sempre pii di A« diminunisce sempre pit anche
Ay, cost du diventare minore di ogni numero dato, per
auantoe plocolo.

Ad es per =3 se sl volesse che Ay risulti minore di 0,001
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basterebbe dare ad & unr incremento A w <7000 perchié por v =3
& A = 0.0001 si ha che Ay = 6,0001.0,0001 = 0,000800001 < 0,001 -
e quindi per Ax<70.0001 &: Ay <7 0,001

Dalla (2) &1 ha che:

Ay, .

jxf.d.rﬁf A
Ora i & visto (n. 20) che se vi sono sullaveitay maw + & -
1 due punti: Pe P’ di coovdinate (e ), (w4 A, ¢ 4+ A,
Ay

la pendenza della retta é data da : ;\—x =, ¢ che gnando

puanto P’ si avvicina sempre pit al punto P, allora
A decresce indefinitamente e tende wverso zero, Per-

tanto la pendemza della vetta P P’ si avvicina sempre pin

a 2. Sia. P T la retta di pendenza 2ux .

Per nn punto £ del diagram-
ma, compreso fra Pe P, si avrebbe
une retta /7 la cul pendenza &
ancor pilt vicina a quella della P 7,
che non la pendenza della P ¥, Si !ﬁ
conchiude da cio che il punto P ;
el diagramma che s cttiene dando
at A valori piecolissimi si pud con-
siderare praticamente sithaso sulla : T
retta I* T, di pendenza 2.

La vetta di peundenza 2 pas-
saute pel puato P del diagramma corrispondente alla
equasione y—x* dicesl refta tangente al diagramma
nel punto P. Risulta pure da cid che guesto diagramma
& una cusoa che ha in ogni sue punto una retta tan-
gente. Queat& cmva, dicesi parabola.

L’ asse ‘deile 7 dicesi asse di simmetria della para-
bola, pevché : 1 punm di questa omva, sono, come si & visto,
simmetrici uspetto all’asse delle . il punto che essa ha

125

Fig. 32
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in comune con lasse delle @, o ciod Porigine degli assi,
chiamasi il vertice della parabola; e per quanto si & visto,
la- parabola si estende, come si suol dire. all’ mﬁnuo,
appunto perché col crescere indefinitamente di  cresce
pure indefinitamente y.

La tangente alla parabola nel punto O & lasse delle
@ perché quando a' differisce pochissimo da zero anchs
Ja pendenza 22 differisce pure pochissimo da zZero, sic-
che la tangente nel vertice della parabola & Ia perpen—
dicolare all’asse di simmetria.

Per costruire la tangente in un altro puato P della
parabola basta portare parallelamente all’asse /
delle @ un segmento P M eguale all’ ascissa
@ di P, indi il segmento perpendicolare
M7 di lunghezza 297 : la retta PT & la
richiesta, perché Ja sua pendenza & data da -
MT ,

—
Py "t

24. — La funzione: y —a x? pud esser ridosta alla
funzioue ora studiata assumendo ¢ come anith di misura
dei segmenti: basta quindi portave agli estremi delle
ascisse ' le ordinate «a” invece che ' Se a & posi-
tivo, la curva sta al disopra dell’asse delle x, ciod dalla
parte delle ordinate positive; il contrario avverrd se g &
negativo :

La fonzione: yz=qa® 4 ¢ assume il valove ¢ per
2= 0; se noi trasportiamo gli assi cartesiani parvallela-
mente a se stessi nel punto (6¢) pomendo: x —w
¥y =y —c allora la eguazione del luogo é: 4 ==ax”
la guale rappresenfa una. pa-rabo]a La rappresentazioue
grafica della g #* ¢ ¢ donque una parabola che ha
per tangente Ia“ pam]lela all’asse delle » alla distanza ¢
da essa, dalla parte dell'asse y posit. o negat., secondoché ¢
& positivo o negativo. Nella figura qui accanto & rappre-

45.
sentato 1l diagramma relativo all’equazione : == =002 — 15
. . . 1
m fuesto caso sl hate—-—1ed g — 5 e Ia pendenza
7
Ty ST 1T aRmidud et an At bl lha WS AR AN R R A
hann s Enia e : ; = T
: !
i &
T t
r Y r !
: ;
2
= : ] : x
ER) er ] +
; £ ' 5 i HET !
ST H T T THO + i Tt 1
Pig. 84

della tangente alla parabola in un suo punto di ascissa
x, e data da: 2.0,5x,, ciod da «,.

Infine la funzione: y=max* 4+ bar ¢ viene essa
pure rappresentats come la ordinata variabile dei punti

di una parabola. Basta ap- y'
plicare la trasformazione di P
coordinate : ’
S b
Y= #=2=gy 2
\ Fr e
x

. dac— bt . 7 g
e porre: ¢ Zmﬁ-——, e &1 N
40 '

trovera: ytz—aga? - o
Riferendo per tanto la curva Fig. 85

ad un smtema diassi: ¢ o' 2, del qaah I asse Y dista dal-

Tasse delle fy’ ella quantith : — ~— . & asse delle 2’ coin-

2_..
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cide con l'asse delle o, 81 avid che la equazione della
gurva assume la forma y—ax’®+ ¢ precedentemente
studiata.

Esemp. 1. - 8isa dalla Fisica che nel moto nuiformemente vario
la velocith & 13101301-z1ona.‘1e al tempo. e che lo spaxio percorso dal
mobile partendo dalia quiete & proporzionale al quadrato del tempo
impiegato a percovrerlo; sicche si ha per lo spazio la formola;
s—=uatl, ove o & un fattore di proporzionalita. Cid avviene p.
di un corpo pesante, che si pud considerare come avenle un peso
indipendente dall'altexza. i! quale cada liberamente da pochi metzi di
altezza. facendo asiraztone percio dalla resistenza dell’avia. In questo
-easo la variazione della velocith (nccelerazione} nelle singole unita
di tempo si suol indicare com g, e dall’esperienza si ha che g — 98¢
centimetri circa nei nostri paesi (a2 Roma g -— 981,381 allora #, ossia

-9

. . T

lo spazio percorso. & dato dalla seguente legge: s — — g #. (11

Considerando il tempo come ascissa e lo spaxio come Vordinata cor-

rispondente, la rappresentamione grafica della (1) ¢ una paraboia,
Es. 2. - Lia forza viva. che & il lavoro mececanico eseguito da

wn corpo di massn om & data. come si osa dalla Fisiea dallo:

F— W B

pendente (ascissa} ed f come funzione {ordinata} =i vede quipwre

it
2

. Rignardando s come costante, v come variabile indi-

che la rappresentazione graficn della: f-=

? & amcora 1na pa-
rabola.

Es. 3. - Per risolvere la equaz. quad.: 2ba* 18— 050
81 pud procedere cosi. Posto y =254 e y == — L824+ 0.3 se nol
eguagliamo i valori di y ritroviamo la eguaxions gunadratica: il

‘punte le oui coordinate soddisferanno conftemporaneamente alle
due eguazioni in « ed y.avra per ascissa unn delle radiei richieste.
Ora il diagramma delln seconda equazione & una retta di pendenza
~ 1.8 ¢ che incontran 1 asse della y alla distanza 4 0,5, e il dia-
griunma della prima & wna parabola il cul vertice & oxigine degli
asgl e l'asse di simunetria & 'asse delle y. Costrnendo questi dia-
grammi con Ja scala di B0 mm. per egni unith lineare, noi vediamo
che essi hanno due distinél ponti in comune uno di asecissa posi-
tiva dl poco pil ¢he 1L mm. e I'altro di ascissa negativa di ciren
46 mm. e mezzo. I primo di questi valori & cirea 0.224 dell'anita
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timeare di 5 ¢cm. da moi scelta, ciod & = 0,224 cirea; mentre che il
secondo & di circa 983 millesimi deil’'unith, presi col segno meno.
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Risolvendo la equazione si troveria che i mostri valori grafica-
mente trovati sono abbastanza vieini ai valori esatti.

Eserc. 1. - Costruive i diagrammi. le cni equazioni sono:

. 1
y=2a3% y— o W y=—2a% y— —at y=— 5 &
2
Es. 2. - Costrnive il di i ; 1
- 2. - Costruire il diagramma di equazione: y = Wx- da
#=—2. .. ad %=2 prendendo come unith di misura per le

ascisse I mm. e per le ordinate il em.

Es. 3. - Risolvere graficamente Ia cqlmnone di IT. erado in
B +182—5=10.

Es. 4. - & descriva la curva di equazione: y? = quella di
equazione : &' a ¥

Es. 5. - Descrivere i diagrammi di eqnazioni: 27— y ¢ 42 = 8 .




Es. & - Sia data Pequazione: 2? + y* =97 {1). Se P & un punte
del piano di coordinate a ed 4.
sappiamo che la distanza » 41 P

_\p da O & data da: (tig. B7).

7

7t ey

a

| x Le goluzioni della equazione

‘

|

|

l
| b é? ! (1) prese some coordinate eari. d%
‘ un punie del piano, ci danno tnbti
i punti di esso che hanno la di-
stanza 1+ dall’erigine 05 quindi la
curva che rappresenta l'equasione
Tig. 37 {1) & una circonferenza di raggio

7 e di centro 0. -
Es. 7, - Descrivere il diagramma rappresentato dalla equasw. :

P 9.
! fmi i valori di . - . 3. de-
9=+ \ 3 e x? e lhmitato al valori di o compresi fa 0 ¢ 3; de

serivere il diagramma: g — —m“\ B —2® e limitato agli stessi valord
di .
Es. 8. — Bi descrivano 1 dingrammi relativi alle equazioni

e Lt BT B~ —g— x4 5 e sl determinino graficaments le so-
luzioni comuni a gueste due eguazioni.

Es. 8. - Bi verifichi che la equagione: (x— 1)? —|—(y.—-— 2!9 =¥
rappresenta una circonferensa ehe ha per centro il punfo di coor-

o

dinate {1 2) e per raggio un segmento lungo 3 unith.

' . a
Rappresentazione grafica della fupzione: <

25. — Consideriamo da prima il caso pit semplice :
Al valori 1 e — 1.di & corrispondono i wvalori 1 e
— 1 di g rvispettivamente: 1 dune punti che hanno queste
coordinate sono sulla bissettrice dell’ angolo YOX e sono
simmetricl rispetto all’ origine O degli assi A-i valo_rl
sunceessivi 2 8 4.... di @ corrispondono per y 1 valori:
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1.1 1 . N
o o T cc--s €008l sl trovano corrispondentemente al-
2 3 4
trettanti puntl situati nell'angolo Y0 X, Se consideriamo
per la w valori negativi, e diamo ad x 3 valori: — 2

o . . N . - R . o,
— 3 —4.. ., otteniamo ber y valori negativi essi pure :
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Fig. 85
e — 5 ~ 7 .- che somo i reciproci dei primi,
[
2 3 4

cosicche i punti del nostro diagramma aventi 1 ascisss,
minore di zero souo tuthi situati nell’angolo ¥'0 X" Tnol-
tre se due punti hanno ascisve opposte, cioé x' e — z’

7

X

opposte, cosicché i dus punti P e P’ aventi queste coor-
. o Gk < e . har iy r :
dinate. sono siimetrici rispetto al punto O, cioé allineati

- 1 1 ) )
anche le lorogordinate - & — — corrispondenti sono
' @
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con O e ad egual distanza da O e da parti 01313.oste: per
comseguenza per avere i puntl della parte del.dla‘grfd-mma
che & sitwata nell’angolo 170X’ basta costruive 1 simme-
trici di quei punti che sono nell’angolo YOX. N
Nella figura 88 abbiamo assunto il cm. come nniti
di misura; cié che impedisce con la carta ml]hmetrata‘i
i descrivere punti di ascissa maggiore di 10 pirche

. .1
non possiamo ad esemplo segnare ordinate di ¥ 3

di em.; ma ingrandendo l'unitd di misura potremmo co-
gtrnire un maggior numero di punti intermedi che non
possiamo qui fare con lunita da nol scelta. N

Se diamo ad w (supposto diverso da zero), I’ incre-
mentc Ax e quindi caleoliamo I"incremento 4y di g, do-
veundo essere: (x + Aw) (y+ Ay)=1 e quindi: |
cy+yAr-rxAy-+Aw. Ay="1per essers: xry=1

otterremo : yAx+axAy=—Ax. Ay e quindi:
Ay .y _ Ay (1)
Ax @ @€

' ) \ : L p L
Qui & da osservare che se Ax e piccolissimo, e tanto

vicino a zero gquanto si vuole, per essere:

e Ay=—Ax Ay +)
e x Qiverso da zerc e fisso, anche Ay & picocolissimo,
o vicino a zero quanto si vuole. Se P & il ypunto di
coordinate w, y e P guello di coordinate x—-Ax, 7+ A Y
per valovi di Awx e guindi anche di Ay decrescenti

. . P R —Y S
indefinitamente il - punto I rienlterd vicinissimo a I

quando si vucle, e & altronde il rapporto incremen-—
i 2 .

tale Ay differira da: — L‘, quanto pur si vuole, Con-

sideriamo qui pure, come abbiamo fatto per la parabola,

la rvetta che passa.per P e che ha per Pendenzg il nu-

mero : ﬁi. retta ben determinata, coime sappiamoe, e
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che diremo P 7. Questa vetta P 7T, a cui va sempre av-
vicinandosi la P J/* quando P’ si accosta sempre pit a P,
fino a confondersi praticamente con essa, dicesi la retta
tangente al diagramma nel punto P.

Questo diagramma, se pensiamo costruiti di manc in
mano nuovi punti aventi ascisse intermedie a quelle se-
goate, & una linea; essa chiamasi iperbole equilatera.
Pertanto in ogni tratto di una iperbole vi sono quanti -
punti si vogliano, perché ogni valore di z diverso dallo

zero ha il suo corrispondente - per s e Uiperbole equi-

latera ha in ogni suo punio uwna retia tangente.

Al crescere indefinitaments della ascissa, I'ordinata,
anche se praticamente non si possa costruire, decresce
indefinitamente ; e reciprocamente, al decrescere indefini-
tamente di @, si sa dall’equazione, che la ¥ cresce inde-
finitamente. :

Si sucle esprimere questa proprietd dicendo che la
iperbole di equazione: wy==1 & nna curva la quale si
avvicina assintoticamente all’asse -delle x positivo,
o che ammette questa retta come assintote, quando !’ a-
soissa, restando positiva, cresce indefinitamente; e cle
ammette come assintoto I'asse delle y positive quando
I"ascissa restando positiva decresce indefinitamente. Ana-
logamente dicasi per valori negativi della &, La equazione
xy—1 si dice anche I’ equazione della iperbole rife=
rita agli assintoti come assi coordinati cartesiani
(ortogonali). I punto O si dice punto di discontinuita
per la iperbole, ossia per =0 la funzione y dicesi di=
scontinua nel punto o = o,

26. — La fuuzione y rappresentata da: ¢ ——= % ove

¢ & una cgstante, ha pure per diagramma una iperbole,

i cui assiafoti sono gli assi coordinati: allascissa a

1

s . 7 . 1
.come ordinata corrisponde — invece che —; .
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. 1, S _
La funzione —- & un caso particolarissimo della se-

. ) . aw—+b .
guente funzione frazionaria: 4y — s (pera—=0bh=—1
¢—=1 d— ). Consideriamo ora ad es. la equazione :

4ax—7 C . .
Y= -g— (1); questa si pud mettere sotta la forma
2w —5H ‘
lal o e e I U TTlf[i'ii'i' y T l" I LLriprriite
3at : : raes 5
HH e
S = EiAReee
Sesamzsenn A SR AR : i ‘
£ ,r
; : : '
= H e T -+
RS T R h FHAPH ER ARt R s
Fig. 39
5 . );Jr 15
M Q™4 e O8Sla D T E e —
seguente : g —+ 55 E] R

Se noi dunque operiamo ung traslazione degli assi, tra-
sportandoli parallelamente a se stessi nel punto (2,5 2)
e poniamo: ' =y —2 @« —wx — 2,5 la nostra equazione

. 5
prende la forma: y = 2= (D),

x

Questa rappresenta una iperbole equilatera 1 cui as-
sintoti sono gli assi a', 4. Pertanto la (1) rTappre-
senta una iperbofa, e gl assi Ow, Oy sono pavalleli agli
assintoti, e questi hanno-per equazioni rispettivamente
y=2, x=25b. Il diagramma & incontrato dall’asse delle
i nel punto di coordinate ®==0 y=="14 é dall’ asse delle
y alla distanza 1,75. -
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Esemp. - Sisna dalla fisica che secondo In legze di Bovle i volume

di una data massa di gas & in ragione inversa della pressioue a
cui & sotfoposto, rimanendo costante 1g temperatura., Iundicando

ora con g la pressione e con w il volume, si ha cho: p— %, es-
sendo o uwna costante. Infatt se ' p" sono due stati di p, e v »”
gli stati corvispondent: di v, per la legpe indicata & : " =p "y
donde : v p" == p' v = costante ; oid che si esprime serivendo :
vp = a essendo a guesta guaniity eostante. Reciprocamente, dn
vp=a sl trae: v pf — ¥ p” donde: v :a” = p":p'. La rappresenta-
zlone gratica della legge di' Boyle, risguardando v e p come varia-
bili, p 1" ascissa o v ' ovdinata, & dungue una iperbole equilatera
(di solito si considera sole il diagramma situato sull’angolo YO X
degli assi positivi), deseritta la quale, noi possiamo graficamente
determinare » quando sia dato .

Guanto poi alla determinaxione della costante «, cid si ottiene
ricorrendo all’ esperimento. Cosl se a temperatura fissa un vaso a
pareti ineompressibili contiene ad es. 1itri 43 d’aria o la pressiones
& in metri: 0.74, la costants @ — 4.3 0,74 — 3,182,

. : 3.1
Il diagramma della funzions v =

o
= ¢i direbbe che alla pres.

sione di due atmesfere p = 2. 0,76 = 1,52 il volume di quella quan-
titd di aria sarebbe eguale a litei 2,00 cirea, valore molto prossinie
a queilo 20985 che ai ricaverebbe dal ealeolo diretto.

ax

. . - . R =

Eserc. 1 - Deserivere il diagramma ai equazione : Y= Im limi-
tandosi a valori positivi di s

Es. 2 - Doterminare graficamente le soluzioni comuni alls due
equrazioni: dawry =25 gy 4 85— 10,

Es. 3 - Descrivers la curva di equazione : yx — 10 e trovare
le ascisse dei punti di intersezione di esea con la retta di equa-
zione: y -+ 100x — 8 5. :

Es. 4 - Descrivere, limitandosi a valovi differenti dalle zero
. . 1 '
la earva di eguazione y = 10 — P




Cocrdinate cartesiane ortogonali di un punto nelle

spazio.

27. — Se nello spazio sl fissano tre retie Ox, Oy,
Oz a due a due orvtogonali, e quindi costituenti un triedro
trivettangolo, e su clascuna di esse si fissa il verso po-
sitivo, e si sceglie un segmento u come unitd di misnra
di tutéi i segmenti che si considerano nelle spazio, sl
verifica, come nel piano, che ad ogni punto P delic spa-
zio viene & corrispondere una ed una sola terna di nn-
meri reall a b e, che souo le misure, rispetto ad 1, dei
+
;,.E_,__,_m._m________,,,,‘ﬁ’

<E i

- !

1
1
'
1
'
1
b
[

Fig. 40
segmenti P4, P B, PC di incontro delle parallele con-
dotte da P agli assi Ox Oy Oz rispettivamente coi piani
Yoz, 50x, xoy. Reciprocamente, ad ogni terna di nu-
meri reali, dati in valore od in segno, corrispende un
unico punto P delle spazio; cosl, se per fissare le idee,
é data la terns dei numerl reall epos.: 2 1 e 3, ad essa
corrisponde il punto che si ottiene facendo OA4d=—2x
OB= —u 0C==3wu e costrnendo il parallelopipedo

b5

{(rettangolo) che ha per spigoll 04 OB 0¢C; il vertice
P opposto ad O di esso & il punto richiesto.

U punto O dicesi oigine; le rette Ow Oy Oz del

triedro, rispettivamente gli assi @y z: la terna (abe)

“dicesi la terna delle coordinate cartesiane di P e pro-

priamente « dicesi la o del punto P, b dicesi la y o ¢
la z di P; qualche voita a,7, ¢ diconsi anche la prima,
seconda, terza coordinata del punto I

T tre piani determinati dalle rette Ox, Oy, 0z divi-
dono lo spazio in obto triedri trirettangoli, a eciascuno
cdei qualli corrisponde per le coordinate dei rispettivi
punti una certa disposizione di segni. Questa disposizione

e la seguente: -~ - -f- pel triedro i cul spigoli hanno
tuttl 1o stesso verso positive, pol — - T
A A ““*Z‘E“"**?ﬁ“f““‘ —

Per: pundi del piano & O # ¢l ha sempre z3:=o,
per i punti del piano # 0 : sl ha sempre y — o ,
e per 1 punti del piano z 0w si ha sempre w—o¢.
Per i punti dell’asse ()2 sl ha sempre: =0 y—o:
per 1 punti dell’asse O’ si ha sempre: y=—o z—=
e per i punti dell’agse O ¢ 51 ha sempre: z =0 w=—o0.
Il punto O ha per coordinate w==a,y=—0,z=

Il lwogo geometrico dei punti dello spazio la cut
prima coordivata-x & costante ed eguale ad a, mentr
le altre possono varlare -~
comungue, & un piano pa- -
rallelo al plano yoz e di- 2 / bg
stante da ¢ di un seg- [
mento egunale In lurghez-
za ad a. Cid sl wras di-

2
rettamente daila fignra 41. - ' /,j_ *
Esprimes} questo fatto | )
dicendo chetiw—a & la '/ d
equazione del: 1&110 T pa- L
qhazo e Pe Lo Fig. 41

rallelo al pla.no # 0% con-
dotto pel punto di prima coordinata O 4 = a.
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Eger. 1. ~ Qual & il Juogo geometrice dei punti dello spazio pel
quali 1a seconda coordinata y—=57 B gnale guello dei punti pei
quali z=¢?

Es. 2. - Qual & il luogo geometrico dei punti deillo spazio pei
quali: x —=a y=08? ®

Es. 3. — La equazione : o -+ —g— -+ —= L serve a deter-

minare il valore di nna delle tre incognite, tosto che siano dati i
valori di due tra esve. Qual 2 il valore i # corrispondente ai vi-
lori @ = o y =0, ¢ qual & il panto dello spazio, le cui coordinate
somo 0, ¢ o guesto valore ?

Es. 4. - Verificare che il luogo geometrico dei punti dello spa-
x ] z
e 1
) ) (e a b + ¢
contiene tre pumti situati Yuno sull asse delle « alla distanza
dall'origine, 1"altro sull” asse delle y alla distanza b e il terzo sul-
T'asse della = alla distanza c.

#io le eul coordinade sono soluzioni della eguaz.

Es. 5. - Congiungendo ¢ con P nella figura 11 verificare cho:
O D= a? + 0% 4 ¢% essendo a. b ¢ le coordinate del punto F.

Concetto di limite e sue applicazioni geometriche.

_ 28, — Negli Elementi di (Feomeiria (¥) abbiamo
data la seguente definizione: Se wna grandezza 4 ¢
conpiesa (i due classt contigue di grandezze od essa
omogenee, la grandesza A dicest il [imite delle due classi.
Tu reguito, col postulato della continuitd abbiamo
stabilito che fra due classi contigus di segmenti OX, OX
della retta existe un segmenro, ed uno solo, O P, che sia
compreso fra esse; e di qui abbiamo dedotto che O P &
il limite delle classl contigne dei segmenti OX (X,

o X = p =X
' Fig. 42

]

In tal guisa si & trovate che la circonferenza (vetti-

{#%) iParte IL pei licei moderni. d. VI n. 76 ¢ pei class. n. 84;.
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ficata) & il limite del perimetri, ed il cerchio & il limite
delle superficie del poligoni regolari inscritti e circoseritti
ad esso. ‘ ,

B cosi I'arco circolare (rettificato) & il limite delle
spezzate regolari inscritte e circoseritte ad esso; e il set-
tore circelare (superficie del settore) & il limite dei settori
poligonali inscritti e cireosoritti.

Negli stessi Elementi sl sono pol accennate altre
figure, le quali sono limiti di elassi contigue di grandezze
geometriche,

Anche dall” Algebra possiamo trarre esempi di gran-
dezze che sono limiti di classi contigue.

Al u. 2 di questi Coinplenienti abblamo visto che si
puo stabilive una corrispondenza binnivoca fra 1 segmenti
di una retta, cousiderati a partire da una comune origine,
e 1 numeri reali, raziorali o irrazionali: per questo pos-
siamo considerare 1 numeri reali come grandezze (gran-
dezze numeriche) e far corrispondere & una classe di seg-
mentl la classe dei numeri che li rappresentano, e che
ne sono le misure; a un segmento variabile x (ciocé una
successione di segmenti, di cul uno generico dinotasi
con o un nomero variabile x (¢loé una successione di
numeri, di cul uno gqualunque dinotasi con &) ; a un seg-
mento O P limite di due classi contigue 00X, OX, un
numero, imite delle clagsi contigue -di numeri, che souo
le misure di NX, OX'; ecc.

Ad es., come abblamo visto al n. 1 di questi Complementi, il
numere: - 2 si pud risguardare come il limite delle classi di
nomeri yazionali positivi. nella prima delle quali si frovane tutti
quelli che elevali al guadrato danno meno di 2, per es.; 1 1.4
141 1414 14142, .. e nella seconda tutti quelli il cui guadratoe
& maggiore di 2, per es. 1,5 142 1,415 1,4143...

Dalla ﬁgura 42 risulta che per essere le due classi
di segmenti*OX, OX' contigue, ¢ O P il loro limite, il
gsegmento variabile X X' (di mano*ia mano che I estremo
X st accosta a P, pur restando sempre alla sinistra di P,
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e 'estremo X' pure si avvicina a P restando sempre alla
sua destra) diventa e si mantiene minore di ogni seg-
mento g, dato, per quante picculo esso sia, o, come 81 suol
dive, il segmento: X X' diventu mfinitamente piccolo. B
siccome 81 ha sempre: XX — X P -1 PX', cosl a pin forte
ragione tanto X 7 che P X' diventano infinitamente piceoli.

Closi nel caso della circonferenza rettificata, essendo
essa equivalente ad un segmenso O P, che & il limite di
due classi contigue di segmenti 0 X, 0 X' che rappre—
sentano rispettivamente 1 perimetri dei poligoni regolari
inscrittl e del poligoni regolari circoscritti ad essa, pos-
siamo dire che la differenza fra la circonferenza vettificata
(} P e il perimetro J X di un poligono regolare inscribio
{0 circoseritto O X' diventa infinitamente piccola, quando
il numero dei lati del poligono diventa infinitamente gran-
de ossia diventa e si mantiene maggiore di un numerc
dato, per guauto grande esso sia.

E inversamente, se sl ha un segmento 0 I tale che
la differenza: O P — O X in valore assoluto sia minore
di un segmento &, dato ad arbitrio, vi & un’ altra classe
di segmenti (X = G P tale che la differenza: OP—0X,
& in valor assoluto minore di =, essa pure.

Invece di dire che € P & il limite delle class con-
tigne di segmenti 00X, O X potremo quindi dire che:
il segmento (0 P ¢ il limite della classe dei segment! OX
(o della classe dei segmenti O X'

29, — Tn cid che segue, parlando di classi di gran-
dezze, supporremo che queste grandezze siano ordinate,
siod costituiscano una skeecessione, o serie ; e, rivordande
una analoga dichiarazione fatta negli Elementi, invece
di dive : wna serde di grandesze (omogenee): X, X, X;.
divemo: la grandezza variabile X, e le grandezze X, X, . ..
delia serie, chiameremo sta#! della grandezza variabile X.

Premesso quesio, stabiliamo le seguenti definiziond :

_ 5%

TUna grandezza L dicesi limile di wnu grandesza
cariabile X se, data ad arbitric una grandezza : ad
essn omogenea, la differeuza: L -- X, in valore asscluic,
diviene e rimane, da un certo stato in poi, minore di .
In altre parole [ & il limite della grandezza variabile
X se, data la grandezza =, per quanto piccola guest:
sia, s1 pud determinare unc stato X, della variabile X,
tale, che per tutte le grandezze che succedono alla X, sl
verifichi la velazione: [L — X] <C = ().

Per esprimere che una grandezza variabile X & tale
che, data ad arbitrio una grandezza. : ad essa omogenea,
esse. diviene e rimane in valore assoluto minore di ¢, da
un certo stato in poi, diremo che la grandesza varabile
X ke per limite lo zero. In altre parole, il dire che lo
zero & il limite delld grandezza variabile X & come af-
fermare che la variabile X diventa infinitamente piccola.

E per esprimere che una grandezza variabile X &
tale che, data ad arbitrio una grandezza E omogenea alla
X, essa diviene e rimane in valore assoluto maggiore

i E da un certo stato in poi, diremo che la giandess

variabile X ha per limite U infinito. I alire parole il
dire che Uinfinito & il limite della grandezza variabile X
& come affermare che X diventa infinitamente grande.

Non & escluso che, data una grandezza variabile X,
non esista per essa alcun limite L, né lo zero, ne I'in—
finito. )

Si noti ancora che col dire che una grandezza di-
venta jufinitamente piccola (o infinitamente grande) non
si intende gia che sia, In uno stato dato, una grandezza
infinitamente piccola (infinitamente grande), ma bensi che
la grandezza variabile di cui si parla ¢ tale che da un
suo stato dbferminato X, in pol, diviene e si conserva

() Tl vadore assoluto di una differenza tome: L - X {cioe L — X
e L>X o X — I se L<X) dinotnsi con: [ — X].
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mincre (maggiore) di gualsiasi grandesza assegnabile omo-
genea con la data, per guanto piccola (grande) si sia.

Per indicare che L & il limite della grandezza va-
riabile X si suol scrivere :

L=limX.

Non si dimentichi che guesta & una maniera abbre-
viata di esprimere che:

[L—X] <7 =,
con tutte le aggiunte; che sapplamo, riguardo alla gran-
dezza ¢, e al modo di variare di X. .
Eserc. 1. - Qual & il limite delle spozzate regolari inscritte ad
un arco 4 B; guale & il limite dei settori poligonali inscritti al
N
settore ecircolare 4 O BY

Es. 2. - Se sulla retta 4 si prende un segmento ¢ 4, indi il
consecutive 4 B egnale ad O 4, e poi si considera ln seguente serie
di segmenti :

04, 04 =04+ OTA 04— 04 + —O—f{, 04" = 04"+ O—SA
provare che questaserie: 04 04 04" 04".... ha per limite 0 B.

Es. 3. - La retta 7 ¢ la retta #»° sono due rette distinte fra
lors parallele. Sulla rettn s si sceglie un punto. ¢ e sulla retts r
un punto 4 che si considerano come fissi; un rageio 0 X uscente
da O si muove con la condizione di dover gsempre Incontrave in
un punto X la retta r passando per gli stati OX 0 X' 0X...
tali che gli angoli: 40X 40X’ 40X ... siano successiva-
mente cresecentl. Quale & il lmite dell’ angolo 4 0 X'? :

Es. 4. « Quale & il limite di uwno sealoide insecritio in un te-
traedro ottenuto col dividerne I'altezzs in n parti ogusli, quando
7 cresce indefinitamente? Qual & il limite delle superficie laterali
dei prismi imseritti in un cilindre. quando il numero delle lorn
faccie cresce indefinitamente ? 8i citine altri esempi di grandeuze
limiti, velative ai corpi rotondi.

Es. 5. - Dato un segmento 4 B, sia ¢ il punto medio di 4 B.
€7 quello di 40, € quello di 4 €7, ... qual & il limite della
serie di segmenti: A O, A 07, AC. (..., ?

Es. 6. - Se in un quadrato dato ei costruisee il guadrato che
ha per vertiei i punti di meszo dei suoi lati, o si ripete Ja mede.
sima costruzione su questo secondo guadrato, e poi sul te1zo. e cosi
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di segunito quale & il limite delln semma delle arce dei quadrati
inseritti successivamente gli uni negli altri, allorehe 1 numero di
essl cresee indefinitamente ?

Es. 7. - SBe da un punto di wno dei Iati di nn angolo di 60%

-&l abbassa sull'altro late una retta perpendicolare e dal piede di

questa sl abbassa la perpendicolars sul prime lato. e dal piede di
guest'ultima un’altia sul secondo Jato,.. o cost di seguito qual & il li-
mite delia somma delle Tunghezze dei segmenti normali cosl costruiti?

30. — Passando alle grandezze numeriche, stabiliremo,
per analogia, le definizioni seguenti: Una successione di

numeri, ossia-wn nunero sariabile x. o anche wng varia-

bile ax, ha per limite il numero finito e determinato /, se,
dato un numero positivo (ad es. razionale)  ad arhitrio,
vi e uno stato x, della vaviabile, tule, che per tutd gli

- slatl successivi a quesbo-sia: [[ - x] <Ts.

Una cariabile. x ha per linite lo zero, se, dato
pesitivo ad arbitrio, per quanto piceolo, a partire da un
certo stato o, in poi, ¢1 ha: [x] <7e.

Una vaiiabile w ha pev fimite I infinito, se, dato .

“positivo ad arbitrio, per quanto grande, a partire da un

certo stato o, in pol &l ha: [x] > E.

Ad es. la serie dei numeri decimali: 0,5 035 0,555.... di eni

s = [

a 5! <) P 2

3 nine g e &1 — Zu5 el e ha per limite: —- .
un termine generico 10 - i Fe fijm ba I g

Infatti dato che sin « ad es. 0,0001, gia a partire dal quarto fer

ming 0.55335 si ha che:

o] &

- = 0,535 ossia :

5 5555 1 1

9 10000 — 18000< 10000 7

E pitt generalmente, dato = per gquanto piceolo esso sia, si pud

- determinare nn 5 tale che per esse o per tuiti gli interi succes-

sivi rigulti: e (ml%m -+ -1—%2 + ..+ 1—8—”) < =. Basti ricordare che

9
In somma del termini della progressione geometrica in parentesi
3 : - 5
— e o 1 B D
: 10n L 10# . .
& ugnale a T ,. 0ssia a: 5 e quindi ehe:
1 b




82
;oS = 3 3 )
v;— — (T)[J# -+ TEF A= 1—87) I —i}_;(}:f ;e perche guesto numero

. . N a
sina minore di ¢ basta prendere & in wodo che visultl 10% > 5

. i 1 1 1 . . -
Ad es. In sevie: 5 Ty T di eni un termine generico &
. = B ) -

—, ha per limite zervo. comse facilmente ai pud verificare.
e

Ad es, In serie del numeri intori plesu in ordine crescente ha
per limite 1" infinito (%}
2

- . - ’ -
Esare. 1. - Verificare che il numero variabile : -
:

Lin per

T

limite 1 quando @ cresce indefinitamente per valori positivi. (5L

2 1
. . appe 1 &€ .
proveri dapprimn che ln differenza 1 — — T - . e poi
34w 3 -
che, dato = pos. piceolo ad avbitrio, per ogni valore di & maggiore

i 13

questa differenza & minore di ).
Es. 2. - Quale wvalore inteve si deve dare nlla a affinehé il

numers variabile B da qnesto valore di & in pei, differisca
x
L >

1 x
dall'unith meno &1 ————— ' verificare che ————— col ecrescere
’ ' L0000 [
di x per valori positivi ha per limite 1.
Es. 2. - Well'esempio precedents si diano nd z valori negalivi,

ciod si consideri la variabile

;T e che 2 varii gradatamente

da zero ad 1: si dimosti che prendendo z sufficientemente vicino

4
g1
2

per guanto grande esso sia.

ad I pud la frazione superare gqualigie nnmero positivo

T

attuale di essa per x =1, indi si dimostri che per x positive ¢

Es. 4. - Data la

gi trovi dapprima {1 valore

bl

O ™ - -
.osen B =, send —x- ,... di cui un ter-

(*) Lia gerie: gson -

wl 3

mine generico & sin (2 & 4 1) ~5- egsendo % un intero gualsiasi,

non ha nessea limite perché al di 134 di gqualanque intero k not
troviamo sempre nella serie 1 valori 41 — 1.
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avvicinantesi all’anith il valore Ifwdle di quella frazione & eguale
al valove attuale per o — 1.

Es. 5. - Se x ha per limite [. verificare che —ax ha per li-
mite: —1.

3l. — Ui numero variabile @ non put avere simul-
taneamente due Emild distingi | ed [ _

Questa proposizions pud risguardarsi come una con-
seguenza dell’altra a unol nota e ciod: date due classi
contigue di segmenti 00X 0 X esiste uno ed un solo
segmento O P che sia limite comune delle due classi:’
basta far corrispondere ad ognl numero reale un segmento
della retta contato a partire da una comune origine. Tut-
tavia per la imporfanza di questo teorema ne daremo
ung dimostrazione algebrica.

Suppongasi, se possibile, che: lim o —/, lim w ==/’
e sia: { — {2y siccome s1 ha identicamente :

)=l 4-(I' —x)

e poiche ciascuna delle differenze ({— &) (I” — ) diviene
in valor assoluto minore di qualunque numero positivo
¢ dato piccolo ad arbitrio, cosi dovra essere anche 7, che
¢ la loro differenza, minore di z, ¢id che non pud essere
perché 1 & costante. Segune da cid che le due ipotesi
lim w—=1 lim » =1{" sono incompatibili, a meno che sia
h=o0 e quindi /'==/.

Se §, Yo Ys--- sonc statl di una variabile y e simil-
mente 2, 3, 2, ... sono stati di un’altra variabile s in cor-
rispondenza biunivoca, per somma delle due variabili y
e 5 cloe y -+ z intendervemo la variabile 1 cul stati sono:
Y+ 35 Yo+ Z Yo+ Z5... La stessa considerazione vale
per i concesti di differenza, piodatio, quozicnte.

Se due numer: vairiabili y e z fendono ciascuno ad
un limig, finilo, la somma di essi tende pure ad wn -
mite ﬁnzé@ e questo ¢ eguale alla somma det limitr dei

qwemesrd BEriabili considerati.
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Il feorenwe vale anche per wun dato wismero n di
paiabili maggiore 4l 2.

Siabbla: lim y=—a, im 1—=5/ e ¢ ponga:a-—y—z,
-~ z—g,; sarannc &, s, numeri variabili che tendono a
zero, quando ¥ e 3 tendono rispettivamente ad @ e b.
Dalle eguaglianze precedentl si trae che:

(a4 b) ~— (g4 2) =2, 42,

e polche, la somma & ¢, tende a zero (¥) mentre =, ed s,
tendono a zero, si conchinderdh che: '
a—+ b—lim {# -} 2.

In mode analogo si dimostra il teorema :

I dimite della differensza y— z di due variabili y e
3 le quali hanno perr Limiti wispetticamente a e b 6 :
a0, cioe la differenza dei inili.

Lo stesso dicasi del tecrema :

Se w ¢ wi nwumero variabile cke ha per limile i
nitiiero finido [, ed m ¢ wuna costanle, il wumero caria-
bile: hex ha peir Umite: m .

Dimostriamo ora che:

Se due nuneri variabill y e s hanno per limiti i
seiiierd finill a e b, il pirodotio : y s ha pei Uimite: ab.

Il teorema cale anche per wun dalo numero n di
veeriebili maggiore di 2.

51 abbia: lim y—=¢ lim 2—17, e si ponga come so-
prac -y =xs, b z==¢z,; moltiplicando, avremo che:
a.b=(y—+zs) Ry e B N A e
e quindi: ab—ys—sz e,y 5,

(*) Sia <) il valore assoluto di =, = quelle di <y, (5, + =) quello
della somma di :; con = siccome il valor assoluto di una somma
¢ eguale o minore della sbmma dei valori assoluti degli addendi,

v

eosl (& + 55) =2 ¢) 4 2,'. Ora si pud sempre trovare ue numero pos. &

[

7

. g Z N P
tale che ¢ < Y N < segue da eid che (5 o) <l¢ ove 2 &

un puwero tendente allo zero: dungne : -3, ha per limite lo zero.
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51 vede cha il valore assoluto di: ¢ b — gy pud di-
venire minore di qualsiasi nuwmero positive dato ad arbi-
trio, perché 1 singoli addendi =, 3, e, 9, ¢, ¢, Possono ren-
dersi piceoli guanto si vuole con ¥impiceolire di €, =,
pereid : lm yr—ab.

81 prova pure che:

Se 3z ha per limite b e b ¢ diverso da zero, allora

a1 o1
I cariabile ~ ha per lmz‘afe_—bv.

Basta osservare chs: 3.-—=1 e che di un nmmero

1
v

costante /, se si applica ad esso la definizione di limite,
s pud dire che ha per limite se stesso, in quanto che la
differenza ({ — [) essendo nulla, & minore di qualsiasi nu-

. R S
mero pos. ¢ dabo ad arbitrio: quindi lim — lim 1 = 1
- .1 . . 11
ossla lim 5 lim — =1 ed essendo)im =0 siha: = = '

¢ov. d, ‘

Se gy e 3 sono due numeri variabile che lendono ri-
spetiivamente ai il finidi @ e b, e se b é diverso da
Y

. . . 7 Loa
zero, tl groziente variabile : = ha perr limile 7 croe 1!
guoziente dei linidl a ¢ b.

Ey.

H

£l

Basta osservarve che: ed applicare le due

2] |‘-:°.

propos. precedenti.

Retta tangente ad una curva.

32, -— Be consideriamo la funzione: y=——ux*. che
rappresenta l'ordinata di ana parabela, e diamo alla =
un incremento Awx, Vincremento corrispondente Ay &
dato, come sappiamo {uv. 28) da:

U Ay=Qa-+Awm. Ax (1)

ot
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A suo luogo abbiamo gia fatto notave che guando
Ax tende verso zero, anche Ay tende verso zevro, e
quindi che il rapporto Incrementale : % che & eguale
a 2.;&—’,— Ax ool decrescere indefinitamente di Aw diffe-
risce da 2 tanto poco guanto si vuole.

Ora possiame dire che:

Tim. ;J*“‘) {2)
A

con laggiunta, sewmpre sott ointesa, che sia: lim Ao == 0.
(o significa che la retia P I sl avvicina sempre piu
alla tangente alla curva nel punto P, a mano a malo
che I si avvicina a P. La rebta tangeite in P ha per
pendensct 2 @ ; POSSIAMO quindi dire che la tangente in
nn punto gualsiast £ alla
parabola & il limite della
secante variabile PP
quando il punto 1 varia?
con la condizione di avvi-
cinarsi indefinitamente al
punto P, il che equivale
a dire, quando le coordi-
nate & - Ax, y-+AY dif-

. L T el
feriscono quanto poco si voglia dalle coordinate @, 7 d

punto . o
Se la equazione della parabola fosse: g ==t »

avrebbe che: lim Ajﬁ —‘9 .
2 e 51w
E se la equazione fosse: y =« ¥ A-brd-c¢ Hloa

vrebbe : %ﬂ — g b4 aAx. e qund che

lim ’éﬁ"::Qa-m—l—l’J.
Aw

In cenerale: se 4 e B sono due dati puut di una
o

Y-
i
i
i
|
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curva, e 1" ¢ un qualunque punto di essa compreso fra

4 e B; e se sl considera una secante variabile 4 A’ con

I' estremo A fisso, e con 1" altro estremo A vamafmle &
avvielnantesi mdeﬁmtameme acl

4 nel verso BA'A4, se la se-. _ /’?—-”'
cante stessa si avviciners inde- //
finitamente ad una retta fissa 7 e

A T in medo cioé che 'angolo: //_}./
A" AT abbia per limite lo zero /

allora la retta 4 7 dicesi e[ta 7 o
iangente alla curva nel punto Fig &

A. B il punto A dicesi punlo di contailo delia tanoente
con la curva data.

In questo caso la pendenza della retin secante ha
per limite la pendenza della retta tangente.

Il diagramma di una finzione 7 (x), continua in wn date in-
5 ) . 1 -
tervalle, ( salvo punti speciali, eome nel caso di Y dicesi

cwive infuifive, se essa pub essere descritta dal movimento di un
punto, come gquella tracciata nella fig. 44, ossia se & tale che
in ogni punto 4 vi sia la tangente, ¢ le tangenti mei punti A 4
vicianissime tra lore siano pure vicinissime, tali clod che il loro
angolo tenda a zere guande A4’ si avvieina indefinitamente ad 4.

Ad es. Iz pendenza delln dangente in un punto (x y} della pa.
rabola y =ua? &: Ex. ciod nna funzione continua di x; la para-
hola guindi & una cnrva intuitiva. Cost per 1" iperbole wy==1 ia

. ? L . .
pendenzg della tangente &: — _;"_ e guindi anche la iperbole equi-

latore (fatta eccesmione del punto di ascissa ®==e) & nna curva
intnitiva.




Limite del rapporto fra un arco di circolo

e la sua corda (*)

33. — Sia A B Varco di cireolo di centro ¢, €0 il raggio

/\.A
/ah come unitdh di misura, sia o la mi-
z
!

/
{ r N .
\ sura dell’arco O 4 : sard: sen x gquella

' di 4D, e tangx quella di 0 T per-
\/ pendicolare a €' 0 nel punto 0 e li-

mitata dal punto 7" d’incontro con
la retfa € A. Dalla figura abblamo
che: triang. CD A4 <Tsett. cire. A CO0 < triang CO T

¢ par regole note:

» perpendicolare alla corda A B, ¢ per
conseguenza (il punto medio del-
I'arco dato. Assanto il raggic CO

— X

X7

Fig. 45

1 .
triang C DA —= —— sen . cosu, sett.cire. ACO= - 1.
: 2 )
L. 1
triang C 3 T'= 5 tang @
. < m< sen @

‘enppero s Se1l X Cos X
ery cos &
o a2 i )
ossia cos & << (L}

Sen @ - CoS @

AMa gquande x decresce indefinitamente o tende a

zero, cos & tende ad 1, e dovendo essere com g SEImpre com-

(*) 81 suppone che, secondo ) ordine dei programmi, sianc
state gid definite le funzioni circolari.
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preso fra due numeri variabili che tendono entrambi
verso 1 sarh:

lim =1 @ :
sen .

al dscrescere indefinitamente di .
Si ha quindi anche : lim :) =1, al tendere di
2gen x

- P
T verso zero; pertanto, osservando, che 2a=——A R e
2gen == A B, avremo che:
o~
A B
AB
quindi ¢/ linwte del rapporto fra un arco di cireolo e
Ia sua corda ¢ equale all’ wnild.

lim —1

Dalla (1) si deduce anche, dividendo per tang x,:
x

cos?a <7
tang v

<1

tang @

o

donde: lim

=1, quando : limw» =20,

Derivata di una funzione.

34. — Data la funzione: y = f(x), allincremento
Awx di ® corrisponda 1incremento Ay di ¥, cosicché :
Y+Ay=Ff(e—+ Ax) e quindi: '

Ay=/@+Ax)—fx 1)

Se col tendere di Ax verso zerc, anche Ay tende
verso zero, cid vorrd dire che il punto P di coordinate
x—Ax, y+ Ay tenderd a coincidere col punto P, di
coordinate @ ed 7, cloé che la funzione y & continua nel
punte (=, k. _

Dalla (1) sitha : Ay [+ Az —fx) (2)
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Ay [le) = [ e (3)

ed anche: -
Awx X, — iy

facendo : 2 Ax =, x—x, Questo rapporto & la pen-

denze della retta che unisce P con P

Tnfatti la retta che passa pel punto a, y, e di pen-
denza a ha per equazione y — ¥y, == a (7 — &} (0. 21).

T se in essa & situato il punto di coordinate a7, ,
si deve avere: y, — 4, =a (1, — &) ; ma siccome nel
caso nostro y, = /" {z), ¥, =[ (7). cosi s ha che:

flog — i) AU —— (4)
&y — o, — Ax

Se il rapporto incrementale ha un limite determi-
nato, vale a dire se Ja pendenza della retta I/ ha un
limite, cid vorrd dire che in P esiste la tangente alla
curva rappresentata dalla y o f'(x).

Il lHmite di ‘%—'3 per Ax tendente verso zero, quando
euso esiste, st dice la derivata di f{x) nel punlo di ascissa
wy, 0 se x & qualunque dicesi la derivata di fix) nel
punto gene)ico di ascissa x, Se dinotiamo con ' questo
limite allora seriveremo :

lim %" =

Si osservi che Az e Ay sono delle differenze, cioé
la differenza delle ascisse e quella delle ordinate di due
panti A e B. Se Aax tende a zervo per esprimere uesta
particolarita della differenza, invece che Aa {coll’ ag~
giunta che lim A« =0) si scriverad solamente: do. Il
simbolo: d dinota dunque A« in quanto Ax tende a zero.

Se # ha valore finitp e determinato, il prodotto
g .dx sl -dinota con: dy sicché: dy—y .dx tende a
zero insieme con dw. I simboli: dy,dwx chiamansi dif-
ferenziali: il differenziale di una variabile ¢ dungue un
incremento della variabile che tende a zero. Gli é percit

che la derivata di f{x) si chiama anche il quoziente diffe-
jenziale di f(r) relativo al valore di s che si considera
e si serive:

(3) lim ﬂ_ K/ —

Ae T dax

Geometricainente, la derivala € la pendenza (o il
coefficiente angolare) della retia langenie wnel pualo
(xy) alla cuiva imagine della funzione: 1= [x).

T! concetto di derivata di wpa funzione y-— f(x) pre-
suppone che f(x) sia variabile. Se y & costante cioé se
y == a possiamo estendere il concetto di derivata dato pin
sopra, convenendo di dire che la derivata di una costante
& gero. Cio si pud giustificare osservando che 1l dia-
gramma della funzione #——a & una retta parallela al-
Passe delle . distante di « unith dall’asse stesso, e quindi
che la pendenza di questa retta & zero. D'altronde si puo
anche dire che se # & costante, Ay & sempre zero,
ancor prima’ che Aw Impiceolisca fino a zero, epperd

j‘-j‘“o e tale e pure il limite di ‘%— per Awx tendente
A Zero.

Adunque: La derivate di-wna costanle € sero.

Derivata di una funzione di 1° e 2° grade, di

a:x e di una funzione intera di grado n.

35, -— Dericata della funzione lineare.

Per ladfunzione : y== ¢ - D abbiamo: Z==a; i

questo caso: © costante il rapporto incrementale, ed eguale
ad a. Tale “darh dunque altrest il sio limite' per Aw ten-
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iy .
dente a =zero. Pertanto: a—%:a . Dunque: La dericata
di vna funzione lineare ¢ una coslante, cloé il coeffi-

clente di o

36, — Deyivata della funzione gquadratica.
Consideriamo dapprima la funzione: y-=awx® Qu
si ha che: iim ax—+adxr; segue da cid che per

/

() : . .
A x tendente a zero: R—J: 2 g x. Come abbilamo visto, la
i
funzione y == a«® ha per diagramma una parabola; la
quantith 2ax & la pendenza della tangente alla para-
bola nel punto di ascissa .
Pit generalmente, consideriamo la: y==ax® b --c:

in tal caso =1 ha che: i‘{:—.?aa’-—i—bﬁ«—ajm; segue
. 1
da cio che.: iﬁj:‘Za—&—b. Pertanto:

-
g

La dericate delln funzioné: y=ax*—=hx--¢ ¢
li funzione lineare 2 ax—+—b.

43

37. — Derivala della funsione : = Ak 1.
Abbiamo visto che essa ha per diagramma una iper-
o 7 Ay
bole equilatera. In guesto caso: AV SN
A 14 @
Escludendo il valor zero di x, per Ax tendente a zero
: i 7 . .
abbiamo : -2 o= o L o = 2 Pertanto:
o gs
Ta derivale della funzione y—=ax =1 &1 —ax =2
per x diverso da sero.
38, — Derivata Jdi woa somana; di wna differcnsa.

Se o e z sono due funzioni di = e sl pone:
s ==+ 2 si ha che u & pure una funzione di . Am-
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messo che per clascuna di gueste funzioni componenti la
« §i sappia derivare, ei proponiamo di determinare la
derivata di w.

A tal wopo osserviamo che dando ad a1’ incremento

 Awx e supponendo che corrispondentemente ¥ e z Ticevano
“gli incrementi Ay Az, e w 1'incremento A ., abhiamo

che: w--Auw—=H-LAY -+ (z-+ Az e qundi:

Au:Ay—ﬂ—Az,einﬁneﬁ“ §i+i =, Segue da cio,

per il teorema sul limite della somma, che:

du dy dsz
de  dx  dx’

Questa dimostrazione si pud estendere al caso che u
sia la somma di # funzioni, essendo n > 2. Pertanto:

La derivata delln somma di n funzioni ¢ eguale
alla somvna delle derivate degli addendi.

Da questa proposizione deducesi la seguente:

Lo derivata di wna differenza ¢ eguale alla diffe-
renza delle derivale dei suoi ferivind

39, — Derivata i un prodoHO' A i quroziente.
Se wt—=y.z, st ha che: v+~ Aw="(y+Ay.(z —I~A,.J

e gquindi: Au::AJ—F—yA —ﬁAJ Az
Av Ay Ay Az
Ar T T Awm fJ +_\'r Ax

& passando al 11m1te:

Ax

d ¢z iy .,
J—";m: Eﬁ};—;—sﬁ,moe:
La derivala del prodolio di due funziond ¢ eguale
alle somma dei prodotii di ciascuna i esse per la de—
wiealfa della g-imanente. -

- . . - ? : :
Volendoal 1o derivata del quoziente u == 4 st osservers au.

Ut AY
- Az

zitutto che: u —|— _\ 1 o guindi che :




=]

IS D S
N dTAE Y duw__ “Ax  TAw
a4 Az z Ax 2 s Az

Col tendere di Aw a zero, — tendono rispettivamente a
] dz . .

T 1 atlora siccome il numeratove del gecondo membro tende
dx da

Verso : I — d—z mentre il denominatore tende verse 2% cosi
“dw dx
abbiamo :
d y iz
dn fdu Y c .
Ta = —;? e guindi:

Le derivata di v quoziente & eguale ad wig frogioune {4 cui
denicininatore 8 i guadvate del denominaiore del quosiente stesso. ¢
il nnmeraiore ¢ o devivata del nuwmeratore moltiplicate pel denomi-
nadore. mene i prodofte del muneratore per la derivafe del deno-
minatore.

40. — Derivata delle funsione == o™,
In questo caso abbiamo che:
g AyTmale Ao =

{:!X/‘n——f(—u SR 7 *"L{:—LJC“*U(AJ]

.

i

da cul:
A n i —1 :
1—%:({ ?’%xn71+—\1.5“*’*} R T ,mn"“l’
e quindi:

e 2

Y gt

dx

donde : la deiivata di wna funsione a & ¢ eguule
b o xRl

Esere. — 81 verifichi che la derivatn di @an &3 nga®—1 con-
siderande prima ax? come prodotto di mx com &, poi @ xt come
prodotto 4l @ %% con « ece. pol @am come prodotto di wan—1 con x.

¢ dndei0 e negalivo, [rasiondiin; poSitico 0 nEyaLivo.

Hi e visto che quando una tunzione f(oc) oI
sno dingramma ha no messimo, 1 valorl iy e ¥, nei punés e
simi a P da una parte e dall’altra di P sono minori di yre
logamente, se nel punto P’ la funzicne ha wa mindno i valovi ¢ ¥y
vicipissimi a P’ da una parte e dall altra sono maggiori di guesto
minimo. Segte da cid che le tangentiin P e in P al diagramma
sono parallele all’asse delle & e pereid la pendenzu lovo & zero.
Pevtanto possiamo dire:

Ta derivate di wni funsione in un punto nel quale la funzions
stessa Bt wii inassimo od i mInamo, ¢ eguale o zero.

41, — Derieaia della fi&a-@:z’cmc intera di grado ne
Yo - hah T e
Applicando la regola precedente noi abblamo:
e} 5 '
Y uenl = D) barmi D
o : .
Ad es. se y—=dw® —4ax*+8x —Y si ha senz’altro
dy
che : == —=15x* — 8w 4 3.
dx
Le regola del n. 40 per determinare flu derivala
dellee funzione aa™ per n aleio positivo vale anche se n

; . . 1
Tutanto abbimmo data la dimostrazione nel easo y—---—=wx-T
o

ossia gy — —ax—2 [n. 87} se supponimmo vera la regola per
o= -1 la si dimostra per 1 — m.
Infatti &: gy = qa—mer g g m—l g1

¢ quindi applicando lo regola del prodotio (1. 39) si ha:

Y - (m—m1)6570“‘(03—1)*11”1—’C“"-'thﬁc‘“(m—l)
osgia  ff = —{m— ax—m—1—n g1 — g1
¢ siccome la regola & vera ner m—=—1 ¢ se vale per m — 1 vale

anche per m . essa & vera in generale per @ intere e megativo.

Sim orm % un numero frazionario positivo, ad es. 4 = 1y, ciod
i == He o

quindi y —cz da cul
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i ot @ 1 — 1,
onde £y = IO o = b 2
dw 2z 32 \ 2
- e . . 1 .
Be 5 & frazienario e negativo, ad es. # == — ~5-  viog
’ e o 1 . 1 .
y—oax T ——, Posto 2 — —— . ossin v =-—ey--asrsiha:
'\ i '\ - =i
. — 2= a.—53 dy
f— umdp -3 - =
dz z dz
s a1 . — 3
indi R Eop ey e 2
qu 3 F 3 420

P . + e
Esere. - 8i dlmostri che solo y—a.o—-— si ha:
.

’

+m T .
y=T s assumendo prima e == 1.

Derivata di senx, di cosx e di fang x.

42, — Sia Varco @ == (J 4 o si intendano tutti i seg-

menti della figura misurati col rag-
gio (0, assunto come unita, sicché :

AD ==senwz, 0D = cos .

O —tang. x. Se == sen & o damo
all’arco & 'ineremento _\)::":A/—f
allora. A" B rappresenta I incre-
mento A y. Segue da ¢id che ia de-
rivata di sen o & il Jimite del rap-
B
—

A4

yorto : = 'L’ Ma 51 pud scri-
e . Masi g

A . .
Vere ; . T e osservare anzitutito che 1l

=1
i

Tapporto ‘—Li- ha per limite 1 (n. 34 E perché nel

triangolo rettangolo A'B.l 1l cateto B A’ & eguale all'ipo-

—_— o~
tenusa 44" pel coseno dell’ angolo compreso B A" 4, po-
treno intanto conchiudere che :

Ay . e . =
lim v —lim cos B4 A:1—=hm cos B 4,
esgendo il limite del guozmiente eguale al quoziente dei
Jimiti dei suoi termini. D’ altra parte col tendere di Ax
verso zero il punto 4’ tende ad avvicinarst indefinita-
mente ad A cosicché la corda variabile A.1" tende a di-
venire la tangente in 4 al cerchio. Possiamo dunque
considerare 1’ arco A4’ ridotto a tale stafo di piccolezza
da potersi ritenere A" tangente al cirecolo e quindi per-
pendicolare al raggio €4 ; ma allora Iangolo BA A e
Pangolo 4 CD sono fra loro eguali, avendo i Ioro lati
rispettivamente perpendicolari. Ne risuita che:

Jim cos B A 4 —cos 4 C D= cos Of?l = cos . Pertanto

La deiricata della funsione y—senx &: ¢cos x.

Per determinare la derivata di 4 —cosz basterd os-

T

servare che ¢ == cog o == sen (a: -+ —)") ; essendo dunque :
d sen (}3 —) d sen (x {
dy Fg) -

b = ) vl 1] (:r, e i)
) . I 9
dw d J (‘E + 9)

— —genx, perché: d (.-:r,r -+ %) = d m, (n. 84 e 39 ne vie-

&

ne che: LE& derivitta delly funsione y==cosx é: — sen &.
E per l tangente abblamo perids regola di derivazione del

guoziente :




g e
dtang " eosa | costa o senta i 1
dx dx vos? & T eos? o
) R 1
Lea derivate i y — fang o & egrale o + P g
Esercizi.
Trovarve la derivata delle funzioni:
x -8 x84 & i . A
227 — 33 "i'“ ’;r T @2 (241
* B
3 B o
\.41' ‘\ 2, \'2--—; A s
[ D + 3 P 1
\'+ v - \ v T
7 x4 2 3o — 2w 41
S - 1) A ?
cotg STt sen * . -+ cos® s

Interpretazioni geometriche e meccaniche

della derivata

43. — Eguazione della fangente ad wnt cured
g Fx)in wn daio suo punio.

Abbiamo gik risolto questo problema nel caso della
parabola e dell’ iperbole equilatera.

In generale, se la funzione y== /' (x)} ¢ di quelle che
ammettono la derivata per 1 valorl di & che si conside-
rano, la equazione della refta tangente nel punto: (=, #,)
4 della forme seguente :

oo gy o (0 — ) (N 21D
ove con 7z sl dinota la pendenza cioé il valove delia de-
. oy e
rivata —= nel punto di ascissa 7.

a

T4
Ad es data la carvar y — & —4x 4 3 voglinsi la equazione
delin rettn tangente nel punto (1 3} clie come facilmente si verifiea

. . . a:
appartiene alla eurva. Qui abblamo : TI% ==2x—4eperx =4

dy
da
equazione della tangente cereatn.

- Lm equazione della tangente nel punto (2 — 1) che pure giace

asswne i1 valore e == 4: pertanfo: 3 Armdfe—4 & Ia

cosuila enrva y—a? — 4 =B 0 (nvece

y+1=0 {&—2 ciody =1
che & la equazione della paralleln all asse delle @ e che incontra
I"asse della y nel punto (0 —1).

Es. 1 - Bguezione della fangente al cireolo: a7 44 — 5% nel

" punto di nscissa 3, e guindi di ordinata £ (es. 6 n. 23 Si I
=W —ate quindi (y HAYP oz 23— (A ) da eni viducendo:

Ay

29, Lay i — T Art2a
& al limite: 2y (—s—‘—]_ -2, ci(;b: ng"‘%’

per x =3 y =4 In derivata assume il valore: — 1— pereio la equa.

)
~gione delln tangente nel punto B4 e,y 4= {x —3) od
_anche yo—= - % x4 —T)

It eireolo &, come si sa, una corva intuitiva. ciod descrittn dal

-movimento di un punto, o cie risnlta pure dal valove della derivata

a . -
— m che & una funzjone continua (pag. 67}

Es. 2 - Lo fwsigente alla parabola : y==3 4% nel prunto x =2 o
guindi y =12 & la retta di equazione: y =12 (& — 1),

Es. 3 - La tangenfe all’ iperbole: y — % nel punto (2,%} ha
per equazione: yo- — % ®.

Es. 4 - Determinare ia. tangente nel punto di ascissa o =38
alle emrve:

—_2, Y == - — 1, ?:\-":L—-r,"?.

Y= .:r,':':_, i = a3 -+ }

Dimostrare che sono curve iatuitive,




a4, — Velocitd e accelerazione.

Yo & & la misara di una durata di tempo in secondi;
e y lo spazio (cammino) percorso (in metrl) da un mobile,
secondo una determinata legge del tempo &, allora v &

una funzione del tempo. Se il tempo « awmenta di Aws

secondi, lo spazio y aumenterd di Ay mefri: e il quo-

zieute ‘lé—zf— & 1a velocith media del mobile nell’intervallo

di tempo Aw. In generale a diversi intervalll Aw COTTI-
spondono diverse velocitd medie; allorquando m Ax =0
il rapporte incrementale %Jl tende verso [(a derivaia:

el . . . .
rf—.,;é e questa digesi la wvelocitd del mobide nellistonte x
considerato.

Esemp. 1 - 8e la equazione del moto &: s=a + bt, ove ! sia
- . ; . - as -
in Jucgo di # ed s in Juogo di y, allora si ha che : e B ociod la
c : y
velocith & costanée, e quindi il moto & uniforme.

gt (moto uanifor-

Es. 2 - Se la equarione del moto &: 5=

. s
memente necelerato partendo dalla quiete) sila che: i — gt che
o Ia veloeith nel mohile nell istante #: essa & proporzionaie a .

esgende ¢ ==9,81 il coeficiente di proporzienaliti.

Es. 3 - Se ¢ e £ sono dati per un ireno da una tabella, cosl
¢he o determinati tempi k, &', 7,... in ore e minuti primi eoryi-
spondano determinati valori di s in chilometri ed ettometri, si
portino i tempi £ a cominciare dall’ova T come ascisse sulla earta
millimetrate e quelli di s come ordinate su una retta perpendico-
lave all asse delle ¢ e si segni la corva passante pel punti (£ s)
L pendenza della tongenfe wlla cwrea in un dato punfo ci dard
T welocita del trens well istante ad esso corvispondente, i wnd g itde
di misure dipendente dalle winitd di miswroe di t ed s.

8] potraune determinare I punti in cul Ia velocita & wero, cio&
quando il treno & fermo. Naturalmente la enrva nella figora non
pud essere tracciata che empiricaments, avendo 1ol golo che un

limitato numero dei suol punti, e quindi per avers la velocith con

~ligono, ad es. un quadran-

- R :
oltre al numero: 4m dei quadrati che hanno questo
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esatterza bisognevebbe avere I'equazione dells eurva stessa, Sull
st-ess‘szt earta willimetrata si portanc corrispondentemente ‘1(i. tﬁl ﬂ
{nscisse) le velocith come ordinate : si ha allora un’ altra Lur:n'lpl
1:1 pendenza della tangente in un dato punto P di guesta cur ? :
¢ib che si chlama aceelerazione del punto P nell'istante conside:*:toe

. ds . B
el PORIAMO: —— = 0. 1 i D55,
-":(‘6,1 na ORiAL 7 1 abb‘elel nzloneg ¢ d‘ltc}. C[d]l QSPICS cne

. dv
derivata . . o T 3 ?
lerivata: 7 ln quale spesso si dinota col simbolo : & s ch
. _ . a i
leggesi: derivata seconda di s rispetto « £

Valutazione approssimata di un’area piana.

45. — Nell’es. 1 del n. 5 abbiamo proposte di de-

7 terminare Varea di ¥ ; i i

. formi la.l_ea, dl.u-ll rettangolo, di cul sono date le

- coordinate dei vertici, mediante 1 uso della carta gua-
Cdrettata: I’ area di quel

rettangolo & data dal nu-

mero del quadratl conte-

nutl in guel rettangolo.
Cosl se si ha un po-

golo 4B CD, per avere
Parea di esso, sulla carta
quadrettata, di cui oo, oy
sono due rette perpendico-
larl, s1 conmta il numero
dei quadrati tutti interni
al quadrangolo, (che nella : Fig. 11

fig. 47 hanno per Jato mezzo cm.) e questo numero 7 A3
e?on una approsgimazione spesso ritenuta apprezzabilei
Iarea .del .guadrangolo medesimo. E se per unith di mi-
sura si prende la metd di quel lato (un quarto di cm.)

"y

nuove lato’

/4 di em.), e sono contenuti nei primi

[=>]
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; T liri quadratt {col lato

quadrati sopra considerati, avremo aliri q
di 1/4 @i cm.) contenuti nel quadrati rimanent di lato
di mezzo ocm.: guadrati, che in parte sono interni ed
esterni ad A B D. Cosl si avra un numero di gna-
drati (con 174 di cm. di late} Ia cul somma é ancora

pitt approssimata all’arvea del quechanﬁolo
il ragionamentc vale per ogni unith abbastanza pio-
cola, rispetto al quadrangolo dato (p. es. &1 puod preudele‘
nella fig. 1 mum. come lato del quadrato, ed allora non st
ha cle da contare i mmg. contenuti nel quadrangolo dato).
Qe &1 indica con s la somma dei guadrati interni,
e con & quella del gnadrati coutenubti in § e d_ei qua-—
dvatl che sono in parte
interni e in parte ester-
ni al guadrangolo, si
suol prendere coine area
pitt approssimata anche
=
5]

&
{me-

la somma :

dia aritmetica di ¢ ed S).

In geuerale, se si
ha wuna superficie con
contorno curvilineo, se

ne determina l'area appossimata nello stesso modo.

Si pud determinare 1’ area approssimata di una su-
perficie pilana con altro procedimento. .

Data ad es. una parabola, si voglia 1" avea approssi-
mate della superficie racchinsa dalla cuorva limitata al
punto O, dall'asse delle 2 e dall’ ordinata o F (fig. 49):
tale superficie, per la parabola si chiama segmenlo pdaid-
Bolico. A tal uopo si divida O F in n parti egnali (_neH_a
figura sone 6) OA ABBCCDDELEF e pel punti d% divi-
sione si tirino le ordinate = 4, B B.... e s costruiscanc
i rettangoli: « ABA", 3 BCB", vCDC", SDED". : EFE",
e 1 vettangoli 004z, A'ABbL BBCy, ('CD3, DDE-,

S oppure § come area ap-
" prossimata del segmento
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E'EFq¢. Noi vediamo subito che i reftangol: della prima
serie sono tuttl interni al
segmento parabolico, men-
tre gl altri hanno cia-
‘seuno un triangolo (pava-
bolico) esterno; ad esempio
7'0.L% ha come esterno il
triangolo O'0«, il cui lato
Oz & un arco della curva,
Tndicando anche qui con &
ia somma del primi rettan-
goli e con 8 quella dei
gecondi, potremo assumers :ﬁ.

- parabolico: O Fg; oppure, con maggiore approssi—

4

mazione: potremo, agsumere

. Diciamo con mag-

S = s m, nel

giore approssimaz., perché se si ha:

~qual caso, prendendo § oppure s come area, lerrore

{fin pit od in meno) & dato dal valore aqsoluto di 72, nel

Jrs

terzo caso invecs, essendo: -

5+ —~ 2 Terrore &

al piw in valore assoluto la meta, del primo.

Cid premesso, consideriamo la parabola di equazione :
Y@ e indichiamo con £ la parte ennesima di O F;
alle ascisse: hh A B35 ... .. 7 1t corrisponderarno le or-
dinate: 4* 27 BR)7.... (n1)% e quindi la somma dei
primi rettangoli sard data da:

STl PR (2

mentre :
S+ (2 0)? - WO LI (D)

P23 L — 12
Pwuf—-l) Bne1)
- 6

A B (n— 1) L)

ossia:r  §— A%




S= (123138 - (n— 1071 n?) o
_]3')?,(-:'@—}—1) 2axn--1
=h g

Pertanto avremo :

Sm,—.s n l®

5T T g (2n? - l) e rvicordando che: wnh — O F

B)
Sk s 0 F° : -
S avIemo: == + —5; e lerrore & In guesto
2 SRTE
A8
OF - ,
caso rappresentato da: T da cui si vede che 1 er-

rore & tanto piu piceclo quanto pit grande & il numero
n delle parti in cul & stato diviso O F.
Che se si considera la N come valore approssimato,

allora siha: So—g-L , con un errore al pid di: OF
T
47. — Un altro metodo per determinare I’area ap-

prossimata dl una superficie plana, ad es. di quella li-

q___“_::p E,Fu
! £ Fr
;f/ |
A | N
o ‘ ,
Yo ¥4 Y2 Y3 ¥4 o s fya
b ||
4 F G B £ F I

Tig. 50
mitata dalla curva A'B CDE F, dall’ asse delle & e
dalle ordinate A4’, GG (fig. 50) & il seguente :
' Dividesi A G in 25 partl eguali, (nella figura.
n==8), e pel punti-di divisione si conducano le ordi-
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nate: o, o, Yoe o .. Yan. Alle estremith delle ordinate
dispari: B° D" F'.... conducansi le tangenti alla curva,
e si considerino i trapezi, come: A RS C,.. ... T insieme

del quali comprende la superficie data, mentre |’ insieme

~dei trapezi A"A BB, BBCC(C,.... & interno alla su-

perficie stessa.
I primi trapezi hanno rispettivamente per area :
Qhy 2y 2]¢g/5..;.. 2htan 1,
ove: == AB==BC=—.... Indicando con § la loro som-

CIna D avremo

=24l 4wt st a1
La somma invece dei secondi trapezi B BDI. . ...
eccettuati 1 due trapezi estremi é:

' J1+ iz Ja+7’f . Yan-3- Yrn 1
27 + + + )

2

ossia: in(Jl st Yen 1) B (2 JL“{—yzn—i) e

aggiongendo 1 due trapem estremi :

i

Yo+, | Yiz—1-Taa
. I
Ia detta somma &: s =& ) (yg—}—ygn,ylmygn_l).

Ne consegue che:

No=s+ ;‘J1”J0)+(3’2n—1“"?]2:1);

Se dunque si considera la § come area approssimata
delia nostra superficie, si ha che:
b

TC
S=s+1- ‘\m — Yot Yrn—1—Yan

o

F )
Nel cago: della nostra figura:

RSN

w:—‘. A A C Lo A -
S s+ “17; (I’h - o~ 4z — ﬂs) .
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Per miswrare I'area di una superficie piana come quella ora
considerata, si usano nella pratica degli istrumenti appositi detti:
Plandimetyi.

Misura esatta di un’ area piana.

48, — T due ultimi metodi indicati ai n. 46, 47 ci
danno anche 1l modo di caleolare esattamente I’ area da
una superficie racchinsa da une curva plava, guando sia
conosciuta la eguazione y = f (x) di essa.

Difatti nel primo caso (fig. 49), quando n auwmenta
indefinitamente, nol sapplamo che dabe 1] rettangolo, dato
dalla differenza di due retiangeli, 'unoe diremo cosl esterno,
I altre interno, formati dalle stesse orvdinate (come ad
es. dei rettangoli A" 4 B% e x4 B_1", le cui basi diventano
infinitamente piccole) a misura che h =04 — AB—.. —
diminuisce indefinitamente, & infinitesimo ; e nel secondo
cago {fig. B0, clod nel caso del trapezi A'A CC, R.ICS. ..
formati con le stesse crdinate, col crescere di 4, la loro
differenza diventa piccola quanto si vuocle, perche 4" e 7
al limite si confondono con B ece.

Nel caso speciale del segimento parabolico, essendo
la equazione della curva: y —a*, indicando con L 1 area
esabba dl esso, dalla iormola trovata al n. 45 si ha:

Hm 4ﬁé:L:, 7

2 3
fJuesto risultato si ottiene anche dalla formola :

n{in+1)(2n+ 1

- Clos :
6

S —_— h o

OF nn++1Y2n+1)_ OF ntl 2n+1

nd 5 8 no 7

w1 2 -ie 1 ,
ogservando che ij«- _E’Wj ( - f—) (2 - ) .
n 4

e che per n crescente indeﬁnitamante:

i 1
i ' T 1 __n—]_‘_ 11m (_]_ e ) hm (J ot 4) f—y

it ¥ 7
—1.2=—23
sl ha:
~ () Irs xs X
]1]1115._..1’4'4“—"-““—":”73 —‘.;J
3 >

Il seqinento parabolico ha per area uwi lerzo del
reffangolo di lali x ed y, essendn xy le coordinate del

“wecondo estiemo o dell’ arco di esso ed essendo ¢l prano

estremo Dovigine delle eoordinate.
Ritornando al caso generale, se indichiamo con:

y==/ir) la equazione della curva, (fig. 51} della quale

sl vuole lalea, A (DB, compresa
fra "arco C D e le ordinate 7{a)
£y del pontl ©e D, di ascisse a
e I si divida 4 B in » parti eguali,

. 1B .
e sl ponga: —— = . Essendo f (a)

I'ordinata del vunto €, f{a-—+N)
sard quella del punto M, la cul
ascissa &: OR—q -+ Iy, fla—+—27)
quella del punto N, la cui ascis-
£ 0S—a + I, ecc. Llarea del reftangolo R M S @
gard a]lom. o fla + A, eco., e il limite della somma
di questi rettangoli quando » cresce indefinitamente sara
Tarea della superficie data. T perd necessario, come nel
caso della parabola, di conoscere la funziene: y == f (),
e di sapere ghe questa ¢ finita & continna per ogni valore
di & compr
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Cenno dell’integrale definito e applicazioni,

49, - Nel caso della fignra precedente 'avea appros-

simata pud esprimersi mediante la somma :

¢

(o — @y U A (e — ) )+
— (b ‘”@rnfl) . ]P(-f’fﬁnul}

OV8 oy Xy.... Xu—y 5000 le ascisse dei punti: RS....
intermedi al segmento 4 B; e I'area S del trapezio mi-

stilineo A C DB & pud considerare come il Jimite verso
.cui tende quella somma, quando # cresce indefinitamente.
E siccome ogni termine di essa si pud pensare sotto la

forma: f(x).da, cosl sl & convennto di indicare il Ii-
mite verso cul tende quella somma al crescere indefini-
tamente di ncol simbolo seguente :

b
I Fir . dx (1)

. b .
e porre: S::/ [wydr, invece che:
[

S=lim$iw, —a) fla = . —aa_ flon1}

La espressione: (1) si chiama integrale definito
della  funszione y— [ {x) esleso «ll intervallo {a b); 1
numeri dati ¢ e & i chiamawo il fimile inferiore, 1l linite
superiore dell integrale stesso, e si legge nfegrale du «
a b i Fle) do

Tu altre parole, I inlegiale definito della funsione:
yo==[f(x) fra { lowiti a e b, vappresenta I aren del

e indichiamo con S — A S Varea |

‘sl avrebbe che: A‘ 7 7
CAS= Sy AR Ar=Awy+

-dinota con
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trapesio  aastilineo  compreso  fra U areo di ocurea :
gy [y, [asse delle », e le oidinale [(a} ed 7).

Supponiamo ora che il limite superiore dell'integrale f

- sia variabile, invece che fisso, .5
e poniamo O Bz=x, invece che

=

4 ; poniamo BB — Aw (fig. b2), ‘

CAB D. Se Varco DD si Po-

tesse sostitnire com la corda DD
X

ol 4
Fig. 52

1 o
5 A1), e quindi:

1 - -
—y+ 5 Awy. Questa supposizione possiamo farla

nella maggior parte dei casi, se, come avviene nella no-

- stra figura, al decrescere indefinitamente di Aa, decre-
_sce pure indefinitamente Ay. Ne consegue che allora al

d 8

" tendere di A verso zero: - —y . Pertanto possiamo

e

© dlire che:

Se si considera come viriaoile il [mite superiore x

Coodell integrale S T f Cyda, e questo integrale come fun-
® I

S ziome di o, la dericata dell integrale vispetio al limile
L superiore o, ¢ la funzione sfessa y. Od anche:

Se si considera U arex ACBD come variabile, al
pariare della ascissa OB — o, o dericata dell arca
rispetto all ascissa o ¢ U ordinala y coriispondente.

Quando i] limite superviore di un integrale f invece
che un numero fisso b & un numero variabile (che si
.allora si dice che guell’integrale Invece
che definito da « a b & un integrale indefinito ; esso di-
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notas cosi:f yde, e spesso, pio semplicemende cosiz

fy .

Questo simbolo dinota cosi una tale funzione di e,
che la sua derivata & eguale ad y. Aunche la funzione:

[ydax—+C, ove C dinota una costante, ha per derivata.

456 oid perchié la derivata di una costante & zero, dun-

que o funzione f yd lie funzione pii generale

la cui derivata é y .
Si vede qui D' origine di due ordini di problemi: data.

o . Ly
la funzione y determinare la sua derivata S0 data la

o’

funzione y determinare la funzione rappresentata dail’in-
tegrale [ ydxz-+ ¢, la cul derivata sia eguale ad . Cosi

atl es. abblamo visto che la derivata della funzione:
ax® & o qxt—r (M. 88): ora possiamo aggiungere che
la funzione che ha per devivata s».gx®—1 ossia che:
Eintegrale indejinito dic n.a. @1 ¢ la funsione:
ot —— (.

E: . . v
Poiche o‘:f f{x)d o dinota I'integrale esteso da.

¢ a b i f{ay, S dipendera, oltre che dalla funzione
/ey ciod dad swol valorl fiae)) fla,)... nel punti @, a,...
dell’ intervallo (a b), anche dagli estremi di questo in-
tervallo, principalmente da quesil estremi. Se b & va-
riabile, e questa variabile si dinota con i, allora si
ha che:

91
N+ ¢ :ff ey d o (7). Ma per »—« si ha mani-

festamente : § (f‘e’) -~ Czz o, mentre per s == hsl ha:

Sy =+~ ::] Filxyda. Ne consegue, sottraendo, che:

: f Jloyde — 8k - Sia) e qumdl la regola seguente r

Dato da calcolarsd I integrale definilo, cioé I area:
S e f Fleydae st ocerchi se possibile, quella funzione
N(e), la ocwd derieala svispetto ad @w sa: y==fw); o

rata o Sy si calcoling & wvalori S(b)y S{a); la diffe-
venza s Sih) — N(a) sara Uarea doinandate N, 0, eld

i o . - . b 3 o
i oche @ lo stesso I indeqgiade defindto f ey da .

Esere. 1 - Verificare con la devivazione cho:

: pm—+1
i pmde = ——— [
. } f’-‘ e m-}1 +

2) f{p 2 ga ) di :_p"'—;' +
o

Es. 2 - Verificare con In derivazione che:

1} ' \g(l &

-

L 2
x 2 rZ.x;,;-u','w\ i +
133

%} Quando il Iimite superiore di un integrale & variabile e si

dinoty con =, sard opportunc indicare con altra lettera la varia-

bile da ¢ ad x nell’intervallo (a a:)' in tal enso, a scanso di equi-

vael sl puo serivere S (x} + f'*f f fdt. oppure, indicando con

o

z

riore variabile, scrivera: Sz} -+ ¢ *./ f ) o, cid

o

che & 1o stesso.
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Es. 4 - Calcolare i seguenti integrali definifi:
b
i} f om @
o

2) f 2?4z L3 dx

.‘8 B
4} \zda
‘O
_ (o q o
0 [

Es. 5 - Veriticare che:

‘1') [ba‘m dm’%jﬂ am (i ::J[¢a’ln dax

a B o
) 11} ~ir
2} f (e — _/ am  x
Il i

] ¥
8 [T2adatde=[ Rt +5)ds+

a &

2 2
f{:?n."?wirr+5_](?:r+f 2a? —da 4 ddx

1 2

_Lr‘L funzione pit generale, la cui derivata sia: aa? o

- Iascissa b, (del punto B nella ¥
. fig. 58) eppero I avea del seg-
“mento parabolico 0.1 B & data
“da s feirzo del vettangolo che

~odellestremo B del segimento stes-
g0, come abblamo gia trovato

. rappresenta

03

Es. § - Vt';rific:u'e che:

L v 1 1.2

j .L{l—él-)(?»k.._g‘g, j (L —ap e L

.
S o 1.2.3
[l —aide = e
)

50. — Illustriamo I'argomento coun un facile esempio:

. Pmpomamocz cloe di caleolarve ["area el seguienio pa-

rabalico compreso fra la cwrsa di equazione : oy o= ooat,

Lasse delle v e Uordinata corvispondenie all'ascissa b.

L’ area che cerchiamo & Swf gy *f axtdae.

3

3 .
~a_—§~ + C==8({). (n. 35 e 38). Qui abbiamo perd che:
' b
S{h= ¢ Zj perta.nto:/ yda, ossia:
s . 3 ’
..'.b =8 —S)= “ b —a b wg« . Daltra parte: a b

Pordinata corrispondente al-

ha per [ati Foidinala e [ascissa

Fig. 53

per altra via, meno bréve (n.483).
Se si ha invece la funzions: y=—a -+ bx? la quale
pure nna parabola, la funzione :

S(;xz):ax—}w%aﬁ%.ﬁ*(?
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o Vintegrale indefinito di y, cloe quella funzione che ha
per derivata la . BT espressione :

. .
{ b et
ydr—ad4 & —ae— 5=

] o [

o

& Vintegrale definito tra e e ¢ della y. Iissa rappresenta
quindi 1"area del ssgmento parabolico limitato in basse

dal tratto (e ) delle ascisse, a sinistra e a destra dalle

ordivate corrispondenti alle ascisse ce d. e guperiorments

dall arco di curva la cui equazione & appunto y = « b e,

51, — Dsercizi sughi integrali definiti.
Eserc. 1. - Lunghezza di wn arco di cwrva piatie,
Sin M N ra arco di curva data, Pun suo punto i ecordinate x i ¢
un altro punto prossimo a Py di coordinate: -+ Ax e ¥+ A#H
s - - - 3 1/—\ .
{fig. 543, Indichizmo con A s la lunghezza dell'areo M P di eurva,
a partive da M. 1 euni estremi P e { siano vicinissimi, e fali che
TN
A s si possa eonsiderare come Vineremento di M F: e si supponga
che guando A & guificientemente piccolo, si possa ritenere cle:

(A SR = (A Ay

vale o dire che il triangolo mistilinea di Tati: Aw Ay e As si
possa considerare come retiilineo rettangolo seatituendovi la corda
allarco As (eid che avviene appunto nelle carve intuitive). Segue

Aalln formola precedente che: i—b = ‘E/ 1+ (i\gfﬁ)l e passando
it / A X

: / 2
al limite. se questo esiste, che: ﬁi Ea —a/ 14+ iy_ .
dax ¥ dx

Adungune :

Per trovare la lunghezza dellnrce § compreso tra il puarto i
ascisse a e 41 puito di wseissw b basterd caleolare 17 infegrale, defi-
Pl j—— s
nito:  s= J1+ ﬂ] d
: d )

a

: g - -

B perd da notare che la ricerca dell integrale indefinite
1 doh? ) Cewns .
} L+ is d . genaralmente parlando. presenta difticoltd non
/ L]
“lievi. Kol tratteremo qui aleuni casi ¥
“gpecinli. Iy ' i
Joo b Belacenrva @ lnveffar y = | /‘
0 phssante per O e di pendenze m. ol ~ / i
ST dy :
Jdora si ha: f =@ guindi: v
: da | iy o |
"y [ /’[ & 1
S = \ 1+ m?dwed essendo: % | L % i
) L] |
. | ¥
. o 7][_ L e
- [
- I \ L4m2dar = \ 1+ mi e +C Fig. B4

sitrova che: S =\ L4t b — Vi1+mila =\ 14wk (b — @)
- Questo risultate si pud verificare divettamente sulla figura.
notandoe ¢he gui § @ un segmento vetlilineo.

T -9} Se la curva y-= [ (@} b per pendensa : N mta? — 1 e sido

- muondia la lunghesza dell’ arco compreso fra oli estremi di ascissa

ds P B T

Tae bosiha cher —— =V 1+ m2 oyt —1 ——mr, e pereid:

dx

b i)
a:f madx = 5B — i)
[ -

Es. 2. — Formola dello spazio s el molo wuniformemente vario.
CioHe mel moto uniforwemente vario si dineta con n la velocith

7 ntwiale, con f la forza aceeleratrice o ritardatrice. {secondo che f
D& pos. 0 neg) e ¢ il tempos se v & la velocita del mobile alla fine

el fempo £, si ha che:
! : v=—u - f

Siceome qui & ¢ varinbile insieme con # ® sappiame che :
ds '

. . ds .
P v, rcosi sostituendo avremo: Fria + f.¢ ¢ integrande:
. oodt :

=:1-:t+'31)—f.#?+0.

‘Bé si suppondiche per { = o sia §=0. sl avri Ja note formole.

s:?:i+é-fi?.
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Es. 3 — Cenfro i grasite di #n segmento parabolico.

97

IT centro di gravita del segmento pavabolico BOC & il punto
E se si iplica la mi-
Palle meceanicn elementare & noto ¢he se si moltiplica 11-&
l , B .y ol I H s R o esso
sura m della massa di un proto materiale perla chsm?lm w di 0
da wm dato piano w, e pol sl somano tetti 1 1)1'0d0ttll‘el'rlt-l'¥"-lf-l, 5
L , grpo di massa M pud essere diviso,

dell’ agse delle x che dista dall’ origine i + del segmento 0.4

5
{aseissa del pnuto F).

i avtie in cnl un c
singole pavticelle in col R ‘ M pud ess fvise-
il ;amlt-ato b ewnnle al prodotto di M per Ja distanza X del ce
ai eravith del corpo dal pilano = Ciog= ey

-n:z.] dy - Mg g - oo o 0 L0 = X (g A1y - + Min) == X . J 1
snaloge risuitato vale anche per tua figura piana, e per una.
porsione di linea materiaie.
Proponiamoci di determinare il cen-
tro di growitd diun segmento parabolico .
B OO (g 53

Es. 4 - Momenfo 4’ inerzic di un veltangolo materiale rispetto
arl e asse, .

Quande cinseuna particella di wna massa si moltiplica per il
guadrate della sua distanza da un asse, ¢ poi &l fa la somma di
tutti i prodotti annloghi per tutti gli elementl in cnl s & divisa la
magsa, siottiene nna espressione che
si chiama nellp meccanica il: mo- y‘
mento 4 inerzia deli’intera massa ris

- spetto a quell’asse. d
Sappiamo che : Propeniamaoci di trovave 4l imos s
0 AR = _2; 0A.4EB (n. 48 _ m_enio dlinerzia del reltangolo 4 BDC _
5 e i i vispetto alla sue mediona O X. che 0
Per Ia simmetria della nigura 1t ‘prendiamo come asse delle ascisse. i
centro di gravith si dovra trovarve sul- P Posto: AB=a, 4C0—=8 01;: Y ‘
I asse della =, se la parabola & dl equa- 08 =y<+ Ay, I avea della particelln i
riome : = & X. . - PSEQ &data da: e Ay e quindi il A 4
T avea della ligta: PEHL &: -y;d--?g_ : S momente I d' inerzin domandato & Fig. 56
se 09 & infinitesimo, essendo lli' 1 011 - : o e ; b -
— - o i . o 113
nata di P, cio® ¥ z\." ax—=a?.xd . codito da: T== | a.dy.y? e siccome: | ayidy= cogy + €, cosl
Per trovare lascissa X del centro T oy g -
- b
4 2 applicheremo Ja S : . . )
&1 gravita. osservando che : 204 B=3 G4 . 4B applic _ Ceremn s oo b aby  ub? ‘
: : L TR 3.8 3.8 12
formoliun: P I -
204 B.X—=204.48.X= | 2yde.x=2 | arwdwdi Alfri Esercizi.
- ] .
MU "0

o Esef. I~ Se y=flw) e b° equazione di una eurva, il volume

¥ siceome: ¥V gemerato dalla rotazione intorno all’ asse delle x del trapesio

- *0Ay 3 o

oy 3 2 L 2 5w T — - .

a2xsde— %a- 2 2 + C, cost: o= L s an= ~inistilineo A CD B della fig. 51 & dato dalla formola Vi = | =y da,
. G e ) b

’ 2 6ve i -e & sonole ascisge dei punti 4 ¢ B e = & il rapporte fra
1 . 4+ 4B £ A2 e infine: R . oy a.

. sostituendo: = 04.0B. X== o+ V4 & ¢irconférknza e il diametro.
{4 808% 3 3 0 A I h i

s Applicare la formola precedente al caso che sin: y— 2w,
e siamo w==e: b —h; e interpretave # . risultaio ottenuto (volume
el ‘cono).

o H-

1B, 04 daeni: X 04

o

2 04.4B.X=
<3
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Fs. 3 - Applicars la stessa formola al vaso che slaty = mar - .
@ siano a=—r b= K; e interpretare il risultato ottenuto |volnme
del tronco). . .

Es. 4 - Applicare o stessa formela al caso chesin:y = Yot
e aiano i 4 = o b= r: e interpretave il risultato (voluwe dejla sfera).

Fs. 5 - Applivave In stessa formala al caso che sin: g = 22 sup-
ponendo a-=o b=p e interpretare il risultate.

. 1 .
Es. & — Lo stesso pel caso che sin: y == P e si assnmano @ e b

diversi da zero (ad es. o =3 b=—235) o interpretare il risnltato of- .-

tenuto.

Es. 7 - Se y == [} & Vequagions di una curva, la superficie

S genevatn dalln rotazione intorno all asse delle dell’ arco A B
*
, . [L¥:]
delin fig. 31 & data dn: S= | 27y

o

I

ds y\2 PR o :
ascisse del punti 4 e L o - }/l + (?(Z%") . (Lin superficie A 5

dx

generata dalla rotazione dell’arco A S & compresa iva 2y A S e _

. a8 . o R
D=y 4+ Ay A §:procedendo al limite 83 trova che _—= 2y ¢

a8 ds .
indi che: —— = 2wy —. da cni eec)
guingd T Yy 7 &

Es. § - Applicare la stessa formola al caso che sia y—mr

@ siano ¢ — o b=—h. e interpretave il risultato otfenuto {sup- lat..

del cho‘_].

Es, 0 - Lo stesso pel caso che sla: y —meax +n e siano =¥

== B {sup. lat. del tronco). .

Es. 10 - Lo stesso pel caso che sin: p? =% —a¥ e quindi:
oy x ds @ ' )
Ta= "y az oy
afera).

. asstmendo e == ¢ b =7 : (superficie dell’emi-

Curva dei seni € delle tangenti.

52. — Sia data la fuuzione y —senw, o si voglia- !

tracciare il sno diagramma. A tal nopo rappresentiamo x

.dx, ove @ ¢ b s2ono le’

~“cnt pendenza & la derivata

Coverso 04 B

seguito; ques

94

con un arco 0.4 del circolo di centro € e raggio 1; in

tal caso: sen x & rappresentato dalla misuva di 4 D. Por-
tando sulla retta €O un segmento Oz eguale all’arcox

e ponendo: 2 Pz d D—senw e cosl facendo per tutti
1 punti del circelo dato, si ha un insieme di punti PQ...

1 gquali costituiscono wna curva (fig. 37), detta curva dei
- .seni, o sinusecide.

Fig. 57

- 81 tratta J1 una curva che ha i caratteri delle cuvve

Sintuitive, Anzifutto la funziome: y=—senx e continua,
“perché quando A 2 tende a zero, tende pure a zero
A y: e inoltre in ognl punto P essa ha una tangente, la

iy

>

—= cosap, la quale & pure

. .. funzione condiuua.

. S vede dalla figura che al punto B corrisponde nella
sinugoide il punto B’ ove la funzioue senx ha un mas-
simo cioé 1, e al punto (), corrisponde il punto 07 di

“ascissa w dove la funziomé ha per valore lo zero: al

punto K corrisporde K7, ove la funzione ha un minimo.
ciod: — 1: ecoe. La cnvva sl compone auzibutto di due
rami corrispondenti alle semi circonterenze OB0, ¢ 0, E O
situati I'uno sopra 1 altro sotto la retta 0, in modo
che la parte OB’ & simmetrica di 0 B’ rvispetto alla or-
dinata B'Meidue OB ¢, O E" (" sono fra loro eguali,

La curva st compone di infiniti di questi rami perche
percorrendo -ﬁ%m seconda volta la civrconferenza da 0 nel
1 riproduce il ramo OB 0'0"; e cosi di
1 rami corrispondono al periodo = della
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fanzione sen &, nel senso cloe che: wsen »—sen (o — )
—sen{x+2w)=". ..

Se sl considera invece la funzione: y—tangr, e sl
prendeno come precedentemente 1 valori dell’ avco » come
ascisse e come ordinate quelli corrispondentl a tang x.
¢l obttiene i1 diagramma cercato: esso € una curva che =i
I

/|

chiama curva delle tapgenti (fig. 58). Che anche que- .=~

sta sla una curva Inbtuitiva 1 dedunce dal fatto che
la # ¢ una {funzione continua (salve casl speciali) in

ogni suo punto poiché gquando @ riceve Ulncremente Aw,:

infinitamente piccolo, anche Ay & ipfinitamente piccolo;
incltre in ogni punte (salvo casi speciall) existe la devi-
d I/ 1 !
dic 7 costa
alla curva, e che & pure pure continua. Dal n. 33 #1 ha che
il imite del rapporto dell’arco alla tangente & egnale ad 1
quindi in un punto infinitamente vicino ad O la tangente

vata

“che ¢ la pendenza della vetta tangente

alla curva & poco discosta dalla bissettrice dell’angolo Yor-
mato dall’ ordinata € 7" e dall’ asse delle ascisse che &
guasi retto, e pell’ origine & gquindi la hissetirice stessa.

81 vede che la curva .si compone di infinitl rami
sguall, che corrispondono al periodi =, 2 =... della fun-

zione tang x. Poiché fang ? — -+ o cid significa che la

vetia, perpendicolare all’asye A passante pel punto di

il logaritimo
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ascissa f)— & tangente alla curva in un punto a distanza

~infinita, o, come si suol dire, & un assiniolo della curva,

¢ioé: il ramo di curva in prossimith del punto di ascissa -

--& accosta indefinitamente a questo assintoto: lo stesso

dicasi pel punti di ascisse 3, -

SHiccone si ha che tang Z,.“ == 1, cosi il punto B’ della

“gurva che corrvisponde al punto F del civeolo il cul arco

v

COE ¢ T ha per ordinata 1.
Curva logaritmica.
53. — Se si considera T equazione esponenziale:

Jp——q¥ dove o dinota un numero reale e positivo e a
. pure un numerc reale magglove di 1. s1 ha che y ¢

Yty o0

Fig. 59

‘B oz vella base a, civeé y—logx. Pro-
a
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poniamoci di costruire il dlagramma corrispondente alla

equazione : wr— a4 o della: y == log @, assumendo 1 wva-
(43

lori diw come ascisse e y come ordinate ; e sia @ — 10.
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